I Generalitat de Catalunya
Consell Interuniversitari de Catalunya

N/ Organitzacié de Proves d’Accés a la Universitat

Proves d’Accés a la Universitat. Curs 2009-2010

Matematiques
Seérie 1

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que és el
que voleu fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es poden fer servir calculadores o altres aparells
que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Trobeu l'equaci6 general (és a dir, de la forma Ax + By + Cz + D = 0) del pla que

, x-1 . x-y-z=0
conté larecta r:——=y=2-z iés parallel alarecta r,: .
2 x-2y+z=0
[2 punts]
x+2y-z=-1
2. Donat el sistema d’equacions lineals 2x+y+z=41:

x-y+(p-3)z= 5]
a) Estudieu-ne el caracter (és a dir, si és compatible o no i si és determinat o no) en
funcié del parametre p.
b) Comproveu que si p # 5 la soluci6 del sistema no depen del valor d’aquest para-
metre.
[1,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b]

3. Un segment de longitud fixada m recolza sobre els eixos de coordenades. Calculeu
el valor de 'angle a que forma el segment amb I'eix OX perque el triangle rectan-
gle determinat pel segment amb els eixos i del qual m és la hipotenusa tingui area
maxima. Comproveu que es tracta realment d’'un maxim.

oy

o

[2 punts]



Donades les rectes 7;: X+ =y—l = -2

2x+y+2z+5=0

Ty :
2 | - {2x—y+z+1'|=0
a) Comproveu que s6n paral-leles.

b) Trobeu equaci6 general (és a dir, de la forma Ax + By + Cz + D = 0) del pla que
les conté.

[1 punt per cada apartat]

5. La grafica de la funci6 f(x) = x - sin(x) és la segtient:

a) Trobeu-ne una primitiva.

b) Aplicant el resultat de Papartat anterior, calculeu I’area del recinte limitat per la
grafica de la funcié f(x) i l'eix d’abscisses des de x = 0 fins a x = 7.
[1,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b]

Sigui 4 =( g ) . Trobeu els valors de les variables x i y perque es compleixi que
<y
Ar=A.

[2 punts]
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Matematiques
Seérie 4

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que és el
que voleu fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es poden fer servir calculadores o altres aparells
que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Donatselplam:x+2y+3z—4=0ielspuntsP=(3,1,-2)i Q= (0,1, 2):
a) Calculeu 'equacié continua de la recta perpendicular al pla & que passa pel
punt P.
b) Calculeu 'equacié general (és a dir, de la forma Ax + By + Cz + D = 0) del pla
perpendicular a 7 que passa pels punts P i Q.
[1 punt per cada apartat]

2. Considereu la igualtat matricial (A + B)? = A* + 2AB + B~

. . 1 -2y . ,

a) Comproveu si les matrius A4 =( ) i B =( ) compleixen o no la
igualtat anterior. b2 -1 -l

b) En general, donades dues matrius qualssevol A i B quadrades del mateix ordre,
expliqueu raonadament si hi ha alguna condicié que hagin de complir perque la
igualtat de I’enunciat sigui certa.

[1 punt per cada apartat]

3. Sigui P(x) = ax* + bx + ¢ un polinomi qualsevol de segon grau.
a) Trobeu la relaci6 existent entre els parametres a, b i ¢ sabent que es compleix que
P(1)=01iP(2) =0.
b) Quan es compleix la condicié anterior, indiqueu quins valors pot tenir P'(3/2).
[1 punt per cada apartat]



4. Hem escalonat la matriu ampliada d’un sistema d’equacions lineals, A - X = b, i hem
obtingut:

rl 2 3 2w
(4p)~{0 a+2 1 |-1|
Lo 0 a-1 3)

a) Discutiu aquest sistema en funcié del parametre a.
b) Resoleu-lo quan a = 2.
[1,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b]

5. En la figura segiient es representen dues funcions. L'una és la derivada de l’altra.
Decidiu si la funcié f(x) és la derivada de la funci6 g(x) o és a 'inrevés, estudiant
que passaenelspuntsx=a,x=bix=c.

|
|

|

| .
— b
a |
) |

[2 punts]

6. Siguin i, =(-1,3,2),u,=(2,-1,4)iu, = (a+1,a— 1, 4a + 2) tres vectors de I'es-
pai vectorial R°.
a) Trobeu el valor del parametre a per al qual el vector i, és combinaci6 lineal dels
vectors i, 1 ii,.
b) Comproveu que per aa =0 el conjunt {7, if,, if,} és linealment independent.

3
[1 punt per cada apartat]
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Matematiques
Serie 5

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que és el
que voleu fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es poden fer servir calculadores o altres aparells
que portin informaci6 emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Considereu un sistema qualsevol de dues equacions amb tres incognites. Responeu
raonadament a les qliestions segiients:
a) Es possible que el sistema considerat sigui compatible determinat?
b) Pot ser incompatible?
[1 punt per cada apartat]

2. Donats el punt P = (1,0,-2) i la recta r: x;S = y;3 = Z+33 :

a) Trobeu 'equacié continua de la recta que passa pel punt P i talla perpendicu-
larment la recta r.

b) Calculeu la distancia del punt P a la recta r.

[1,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b]

3. Determineu el valor dels parametres a, b i ¢ perque la grafica de la funcié

f(x)= a sigui la segtient:

x*+bx+c

'
(98]

'
RN LN

[2 punts]



4. Siguin A, B i C matrius quadrades d’ordre n.
a) Expliqueu raonadament si és possible que det A # 0, det B# 01idet (A - B) = 0.
Si és possible, poseu-ne un exemple.
b) Si sabem que det A #01ique A-B=A - C, expliqueu raonadament si podem
assegurar que B = C.
[1 punt per cada apartat]

5. Siguin r i s dues rectes d’equacions

-2 _
r:(x,yv,z)=(-4,3,4)+t(2,-1,1) , s:x+1=y—l= z3a-

a) Trobeu el valor del parametre a perque aquestes rectes es tallin.

b) En el cas en que es tallen, trobeu l'equacié general (és a dir, de la forma
Ax + By + Cz+ D = 0) del pla que les conté.

[1,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b]

3. Enla figura es mostra la corba y = x(4 — x) i una recta r que passa per 'origen i talla
la corba en un punt P d’abscissa k, amb 0 < k < 4.

4

\

a) Trobeu I'area ombrejada, delimitada per la corba i la recta, en funcié de k.

b) Trobeu per a quin valor de k I'area de la regié ombrejada és la meitat de 'area
del recinte limitat per la corba i 'eix OX.

[1 punt per apartat]

b — — — —
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SERIE 1

1.- Trobeu I’equacié general (és a dir, de la forma Az + By+ Cz+ D = 0) del pla que conté
x—1 .. Jr—y—2=0

la recta ri : 5 =y =2— 2z i és palal-lel a la recta r5 : {x—2y+z:0'

[2 punts]

Solucié

Anomenem 7 al pla que ens demanen. Cal trobar un vector director per cada una de les rectes; aquests
vectors son els generadors de 7. Busquem ’equacié continua de la recta rq,

r—1 'y z-2

2 1 -1 7

per tenir el vector director v; = (2,1, —1). A més a més, tenim que P = (1,0,2) € 71 i, per tant, també
Pemr.

El vector director de ro és

i 7k
ve=1{1 -1 —1|=(-3,-2,-1).
1 =2 1
L’equaci6 de m és
2 -3 -1
1 -2 y—-0]=0,
-1 -1 z-2
ésadir, 3r —5y+2z—5=0.
r+2y—z=-1
2.- Donat el sistema d’equacions lineals 2r+y+z=4
r—y+(p—3)z=5

(a) Estudieu-ne el caracter (és a dir, si és compatible o no i si és determinat o no) en
funcié del parametre p.

(b) Comproveu que si p # 5 la solucié del sistema no depén del valor d’aquest parametre.
[1,5 punts per lapartat a; 0,5 punts per apartat b]
Solucié

(a) Escalonem la matriu del sistema,

1 2 -1 | -1 1 2 -1 | -1 1 2 -1 | -1
2 1 1 | 4 |~l0 -3 3 | 6]|~(0 -1 1 | 2
1 -1 p-3 | 5 0 -3 p—2 | 6 0 0 p—5 | 0

A partir d’aqui,

» Si p # 5 el rang de la matriu del sistema i el de ampliada valen 3, que és igual al nimero
d’incognites. Per tant, el sistema és compatible determinat.

= Quan p = 5, els rangs valen 2, menor que el nimero d’incognites. Per tant, el sistema és compatible
indeterminat.

La qiiesti6 es pot resoldre també buscant el determinant de la matriu del sistema, que déna 15 — 3p;
en igualar-lo a zero, resulta p = 5 com a cas a estudiar. Si es fa aixi, en el cas p = 5 cal estudiar el
rang de la matriu ampliada arribant a la conclusié de qué rang A = rang (A|b) = 2.
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(b) D’acord amb l’escalonament anterior, si p # 5 el sistema a resoldre és

r+2y—z=-1
—y+z=2
(p—5)z=0

que té per solucié z =0, y = —2 i x = 3, independentment del valor de p, sempre que p # 5.

3.- Un segment de longitud fixada m recolza sobre els eixos de coordenades. Calculeu
el valor de l’angle o que forma el segment amb I’eix OX perqué el triangle rectangle
determinat pel segment amb els eixos i del qual m és la hipotenusa tingui area maxima.
Comproveu que es tracta realment d’un maxim.

oy

[2 punts]

Solucio 1

Siguin P = (z, 0) i @ = (0,y) els punts on el segment toca als eixos de coordenades. Llavors, és evident

que 22 +y> =m?ique A= 5527y De la primera igualtat, y = vm? — x2. Substituint aquest valor a la

2 _ 2
T-vVmc —x . p
formula que ens dona l'area, ens queda A = ————— . Ara cal trobar el valor de la derivada, o bé

de la funcio A(x) o bé de la funcié B(x) = [A(x)]?, la qual permet simplificar el calcul de la derivada,
sense canviar el resultat.

oy Vm2—a? z? ~omA—222 o 2z(m?—2?) —22°  x(m? — 22?)
Al(z) = = ; B'(z) = —
2 2/m2 — 22 2vm?2 — 22 4 2

A'(z) = 0 té com a soluci6 = = + B'(z) = 0 admet a més a a més, la soluci6 z = 0. Tant la

V2

solucié nul-la com la negativa no tenen sentit en aquest exercici. Per tant, ha de ser t = —. Llavors,

\/i
y= VBB = |2 ez,

Aixi, el triangle amb area maxima és isosceles (z = y). O sigui, o = Z (= 45°).

Ara cal comprovar que es tracta realment d’un maxim. Per fer-ho calcularem la derivada segona de
A(x) o de B(x), segons quina funcié s’hagi utilitzat.

223 — 3m?z

1" -
A(z) = 2(m? — 22)3/2

don A"(m/V2)=-2<0;

m? — 6z
2

D’una manera o de l'altra, la derivada segona negativa indica que es tracta d’un maxim.

B'(z) = i, per tant, B"(m/v2)=-m?<0.

Solucio 2
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Aquesta soluci6 utilitza trigonometria, que no entra especificament al temari de les proves d’accés, pero
que I'alumne ha cursat al seu primer curs de batxillerat. Sigui P el punt on el segment toca a l'eix
OX i Q el punt on el segment toca a l'eix OY. Es clar que P = (m -cosa, 0) i que Q@ = (0,m - sina).
Llavors, ’area del triangle rectangle format pels eixos i el segment és

(m-cosa) - (m-sina) 2

A= 5 :%-(Sina~cosa).

Per trobar el seu valor maxim, busquem la derivada de A respecte de a, la igualem a zero i busquem
les solucions de ’equaci6 resultant, tenint en compte que ha de ser un angle del primer quadrant.

2 2 2
Al = % - (cosa-cosa —sina - sina) = m7 - (cos’a —sin o) = %'COS(ZO&) .
Llavors,
!/ T o o ™ k/n- o o
A'=0 <= cos(2a) =0 <= 2a:5+k7r (=90° + 180 k):azz—i—? (= 45° + 90°%k).

T
Com que « ha de ser del primer quadrant, la resposta és solament a = 1 (= 45°).

Per comprovar que es tracta d’'un maxim, busquem la derivada segona de I'area i I’avaluem en el punt
trobat,

A" = %(— sin(2a) - 2) = A” <Z> = —m?. sing =-m?<0.

En efecte, es tracta d’'un maxim.

x+5 y—-1 z2-2 J2x4+y+2245=0
4.- Donades les rectes rq : 3 = = i r2'{2x—y+z+11:0'

(a) Comproveu que sén paral-leles.

(b) Trobeu I’equacioé general (és a dir, de la forma Az + By + Cz+ D = 0) del pla que les
conté.

[1 punt per cada apartat]
Solucié

(a) El vector director de la primera recta és vy = (3,2, —4) i el de la segona,

i § ok
ve=1{2 1 2[=(3,2,-4).
2 -1 1

Com que els vectors directors sén, evidentment, proporcionals, les rectes soén paral-leles o coincidents.
Per descartar aquesta segona possibilitat, cal comprovar simplement que un punt d’una d’elles no
pertany a l'altra. En efecte, el punt (—5,1,2), que és un punt de r1, no compleix la segona equacié que
defineix la recta ro (la primera si que la compleix!) i, per tant, no pertany a ro.

(b) Podem trobar un tunic pla que conté dues rectes si aquestes es tallen o si sén paral-leles no coin-
cidents. Estem en el segon cas, i el pla que les conté tindra per vectors generadors un director de les
rectes i un vector que comenci en un punt de r1 i acabi en un de ry. Agafarem P = (—5,1,2) € ry.
Per trobar el punt @) pertanyent a 3, donem un valor qualsevol a alguna de les variables x, y o z. Per
exemple, si fem z = 0, ens queda el sistema

2r+y+5=0
2r—y+11=0"
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que té per solucioé z = —4, y = 3. Agafem @ = (—4,3,0) € ry. L’equacio6 del pla buscat és

3 1 z+5
2 2 y-1=0—=4dr+2y+42+10=0=22x+y+224+5=0.
-4 -2 z-=2

NoTA 1: una altra manera de resoldre aquest apartat és utilitzant el feix de plans que determina la
recta ro; la forma d’aquest feix és 2z +y+ 2z + 5+ A2z —y + 2+ 11) =0, és a dir,

2420z + (1= Ny + (2+ Nz + (5+11\) =0 .

Imposant que aquest pla passi pel punt P = (—5,1,2), ens sortird que A = 0, per la qual cosa el pla
buscat és 2o +y +2x + 5 = 0.

NoTA 2: la qliesti6 es pot resoldre molt més senzillament i rapida; en efecte, com que el punt P pertany
al primer pla que defineix la recta 7y, ja podem assegurar que aquest pla, 2x +y + 22 + 5 = 0, conté
les dues rectes.

5.- La grafica de la funcié f(x) =z -sin(z) és la segiient:

(a) Trobeu-ne una primitiva.

(b) Aplicant el resultat de l’apartat anterior, calculeu I’area del recinte limitat per la
grafica de la funcié f(x) i I’eix d’abscisses des de x =0 fins a x = 7.

[1,5 punts per Papartat a; 0,5 punts per 'apartat b]
Solucié

(a) Per calcular [ x - sin(x)dz utilitzarem el métode de integracié per parts. Agafarem v = x i dv =

sin(x)dx; llavors, du = dx i v = — cos(x).
/:U -sin(z)dz = x[— cos(z)] — /[— cos(x)]dx = —x - cos(z) + /cos(:r:)d:n = —x - cos(z) + sin(x) .

No cal sumar cap constant perqué es demana solament una primitiva.

(b) Aplicant la regla de Barrow,

/7r x-sin(z)dr = {— x - cos(x) + sin(az)];r = [—m - cos(m) +sin(m)] — [-0 - cos(0) +sin(0)] =7 — 0 = 7.
0

X

6.- Sigui A = (_2

A2 = A,

3 . . . ..
y) Trobeu els valors de les variables x i y perqué es compleixi que

[2 punts]
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Solucié

Busquem el valor de la matriu A2,

2 4 4_(® 3 r 3\ 22— 6 3z + 3y
waa= (5 ) (5 )= (y SR

La igualtat A?> = A ens porta al sistema d’equacions

?—6=z; 3x+3y=3; —2w—-2y=-2; y¥*—6=y.

De fet, la segona i la tercera equacions sén la mateixa, x + y = 1. De la primera equacio,
2

22 —6=z = 2>—-2-6=0 < =3 0 z=-2.

La quarta equaci6 és similar a la primera amb diferent variable. Les solucions séon y = 3, y = —2. En
principi, sembla que hi ha quatre solucions diferents,

x=3 amb y=3; z=3 amb y=-2; z=-2 amb y=3; x=-2 amb y=-2.
Ara bé, d’aquestes quatre solucions solament dues compleixen 'equacio x + y = 1:

r=3 amb y=-2; x=-2 amb y=3.
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SERIE 4
1.- Donats el plaw:2+2y+32z—4=01iels punts P=(3,1,-2),Q = (0,1,2):
(a) Calculeu I’equacié continua de la recta perpendicular al pla 7 que passa pel punt P.

(b) Calculeu I’equacié general (és a dir, de la forma Ax + By+ Cz+ D = 0) del pla perpen-
dicular a m que passa pels punts P i ().

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) Qualsevol recta perpendicular al pla = admet, com a vector director, el vector normal al pla. Si
anomenem 7 a la recta buscada, el seu vector director pot ser v, = (1,2,3). Com que ha de passar pel
punt P = (3,1, —2), la seva equaci6 continua és

1 2 3

xr—3 y—1 2z+2

(b) Els vectors v;, normal al pla , i 673 =P —Q = (3,0,—4) generen el pla buscat. A més a més,
aquest pla ha de passar pel punt P (o pel punt Q). Per tant, la seva equaci6 general és

1 3 x-3
2 0 y—-1|=0+<«= —8r+13y—62z—-1=0.
3 —4 z+42

2.- Considereu la igualtat matricial (A + B)? = A? + 2AB + B>.

-1 -2 2 2
(a) Comproveu si les matrius A = ( 1 2) iB= (_1 _1> compleixen o no la igualtat
anterior.

(b) En general, donades dues matrius qualssevol A i B quadrades del mateix ordre, ex-
pliqueu raonadament si hi ha alguna condicié que hagin de complir perqué la igualtat de
P’enunciat sigui certa.

[1 punt per cada apartat]
Solucié

(a) Realitzem els calculs demanats.

e ) 2 2\12 (/1 0\ (1 0
(A+B) _K 1 2>+<—1 —1)] _<0 1) “\o 1)
A2 4B+ (F 72 2+2 -2 202 (2 2 2
U1 2 1 2)\-1 -1 -1 -1
(1 2) (00N, (2 2y _ (10
U1 2 0 0 -1 -1) \o 1/}~
(b) En realitat, (A+B)? = (A+B)(A+B) = A2+ AB+BA+ B? # A2 +2AB+ B2, ja que, en general,

AB # BA. Aixi, la condicié que han de complir les matrius A i B perqué es verifiqui la igualtat de
I’enunciat és que AB = BA.

3.- Sigui P(r) = az? + bz + ¢ un polinomi qualsevol de segon grau.

(a) Trobeu la relacié existent entre els parametres a, b i ¢ sabent que es compleix que
P(1)=01iP(2)=0.
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(b) Quan es compleix la condicié anterior, indiqueu quins valors pot tenir P'(3/2).

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) Com que P(1) =a+b+ci P(2) = 4a+ 2b+ ¢, tenim el segiient sistema,

etbtc=0 <~ b= -3a c=2a
da+2b+c=0 B ’ -
Aquestes son les relacions que s’han de verificar: b = —3a, ¢ = 2a.

(b) La derivada del polinomi P(z) = az? — 3ax + 2a és P'(z) = 2ax — 3a. Per tant, P'(3/2) = 0 per
tot valor del parametre a.

4.- Hem escalonat la matriu ampliada d’un sistema d’equacions lineals, A- X = b, i hem

obtingut:
1 =2 3 | 2
(A)) ~ [0 a+2 1 | -1
0 0 a—1 | 3
(a) Discutiu aquest sistema en funcié del parametre a.
(b) Resoleu-lo quan a = 2.

[1,5 punts per lapartat a; 0,5 punts per apartat b]

Solucio

(a) Vist enunciat, hi ha dos valors del parametre a a estudiar; en efecte,
» Sia # —2ia # 1, tenim que rang A = rang (A|b) = 3, que coincideix amb el nombre d’incognites.
Llavors, el sistema és compatible determinat.

» Per a =1, és clar que rang A = 2 i rang (A|b) = 3. El sistema és, doncs, incompatible (també es
pot raonar veient que la tercera equaci6 és 0 = 3).

s Quan a = —2, la matriu no esta acabada d’escalonar. Acabant I’escalonament,

1 -2 3| 2 1 -2 3 | 2
0 0 1] -1]~[0 01| -1/,
0 0 -3 | 3 0 00| 0

es veu que rang A = rang (A|b) = 2; el sistema és compatible indeterminat.

(b) Quan a = 2, el sistema d’equacions inicial és equivalent al sistema

T—2y+32=2
4y +z= -1
z=3

que té per soluciéo z = -9, y = —1, z = 3.

5.- En la figura segiient es representen dues funcions. L’una és la derivada de D’altra.
Decidiu si la funcié f(x) és la derivada de la funcié g(r) o és a l’inrevés, estudiant qué
passa en els punts x =a, x =bix =c.

[2 punts]
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/\g@)

Jx)

S

Solucié
En z = a, la funci6 g(z) té un maxim relatiu (per tant ¢’(a) = 0) i la funci6 f(z) val zero (f(a) = 0).

En z = b la funcié g(z) té un punt d’inflexio; per tant, la seva segona derivada en aquest punt val zero
(¢"(b) = 0). La funci6 f(z) té un minim relatiu en aquest mateix punt (f’(b) = 0).

Finalment, en z = ¢ la funci6 g(z) té un minim relatiu (un altre cop ¢'(¢) = 0) i f(¢) = 0.

Tot aixo ens permet assegurar que la funcié f(z) és la derivada de la funcié g(x).

6.- Siguin i) = (—1,3,2), Us = (2,—1,4) i 43 = (a + 1,a — 1,4a + 2), tres vectors de l’espai
vectorial R®.

(a) Trobeu el valor del parametre a per al qual U3 és combinacié lineal dels vectors u; i
Ua.

(b) Comproveu que per a a =0 el conjunt {i,, i, s} és linealment independent.

[1 punt per apartat]

Solucio

(a) Quan un vector és combinaci6 lineal dels altres dos, el determinant format per ells és nul.

-1 2 a-1
3 -1 a—-1|=2a—4; 20—4=0<+= a=2.
2 4 4da+2

O sigui, el vector iz és combinaci6 lineal dels vectors w7 i s siisol sia=2.

També es pot fer plantejant 'equaci6 xiiy + yiio = us; és a dir,

—r+2y=a+1 —z+2y—a=1
x(-1,3,2) +y(2,-1,4) = (a+ l,a—1,4a+2) <— 3rx—y=a—1 — 3x—y—a=-1 ;.
20 +4y = 4a + 2 20 +4y —4a =2

Aquest sistema es pot considerar com un sistema de tres equacions amb tres incognites (z, y i a). El
resolem pel métode de Gauss,

-1 2 -1 | 1 -1 2 -1 | 1 -1 2 -1 | 1
3 -1 -1 | =1~ 05 —4 | 2|~ 05 -4 | 2].
2 4 —4 | 2 08 —6 | 4 00 -2 | —4

D’aqui, a = 2 (també x = 1 1 y = 2, perd no ens interessa).

(b) El conjunt {uy, s, i3} és linealment independent si i sol si el determinant format pels tres vectors
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és no nul:
-1 2 1
3 -1 —-1|=-4+#0.
2 4 2

També es pot raonar que el determinant dels tres vectors val 2a — 4, que per a = 0 és no nul.

Evidentment, també es pot comprovar que el conjunt és linealment independent igualant una combi-
naci6 dels tres vectors al vector nul i arribant a qué els coeficients han de ser nuls.
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SERIE 5

1.- Considereu un sistema qualsevol de dues equacions amb tres incognites. Responeu
raonadament les qiiestions segiients:

(a) Es possible que el sistema considerat sigui compatible determinat?
(b) Pot ser incompatible?

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) Si el sistema té solament dues equacions, el rang maxim que poden tenir la matriu del sistema i
la matriu ampliada és 2. Com que hi ha 3 incognites, és impossible que el sistema sigui compatible
determinat.

r+y+z2=0

(b) Si que pot ser-ho. Per exemple, el sistema ctytz=1

} és incompatible.

-5 -3 3
2.- Donats el punt P = (1,0,-2) i la recta r : a 5 = Y 5 = Z+3 :

(a) Trobeu I’equacié continua de la recta que passa pel punt P i talla perpendicularment
la recta r.

(b) Calculeu la distancia del punt P a la recta r.
[1,5 punts per lapartat a; 0,5 punts per apartat b|
Solucioé

(a) La recta que passa pel punt P = (1,0, —2) i que talla perpendicularment la recta r ha d’estar dins
del pla ™ que passa per P i és perpendicular a r.

Aquest pla tindra el seu vector normal proporcional al vector director de la recta. Per més senzillesa,
agafarem el mateix. Aixi, si v, és el vector normal al pla 7 i v, és el director de la recta r, tenim
v = v = (2,2,-3).

L’equaci6 del pla amb vector normal v, = (A4, B, C) passant per un punt (zg, Yo, 20) €s
A(z —xz0) + By —y0) + C(z — 2z9) = 0.

En el nostre cas, m: 2(z — 1) +2(y —0) —3(2 +2) =0; és a dir, 7 : 20 + 2y — 3z — 8 = 0.

Busquem ara el punt d’interseccié entre el pla 7 i la recta r. Podem, per exemple, trobar les equacions
paramétriques de la recta i substituir-les en 'equaci6 del pla.

T =5+2\

y =3+ 2\ } L 25420 +23+2)) —3(—3-30) —8=0= A= —1.
z=-3—3A
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Aixi, el punt de tall és @ = (3,1,0). La recta buscada passa per P = (1,0,—2) i té com a vector
director PQ = (2,1,2). L’equaci6 continua de la recta buscada és

r—1 'y 2z+42

2 1 2

(b) Utilitzant el punt @ de apartat anterior, el calcul de la distancia entre el punt P i la recta r es
pot fer trobant la distancia entre els punts P i Q,

d(P,r)=d(P,Q)=/3-1)2+ (102 +(0+2?2=3.

Aquest apartat també es pot resoldre independentment de I'anterior mitjancant la férmula

|IPR x v,|

AP =

I

on R és qualsevol punt de la recta r; per exemple, podem agafar R = (5, 3, —3); llavors, P—R> = (4,3,-1)
i el producte vectorial és

i j ok
PRxv, =4 3 —1|=(-7,10,2).
2 2 -3

Aixi,
"(2727 _3)H \/ﬁ

3.- Determineu el valor dels parametres a, b i ¢ perqué la grafica de la funcié f(x) =

a
——— sigui la segiient:
22 +bx+c & &

— -4

12
[2 punts]
Solucié
Es evident que la funcio6 té dues asimptotes verticals, z = —3 1 = 1. Aixo vol dir que el denominador

de la funcié s’ha d’anul-lar per aquests valors. Arribem, doncs, al sistema

9-3b+c=0
1+4b+c=0

que té per soluci6 b =2, ¢ = —3.

També es pot resoldre aquest tro¢ de la qiiestié6 adonant-se’n que el denominador ha de ser

(x+3)(z—1)=a?+22-3.
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Ara solament cal fer passar la funcié pel punt (-1, —2).

a

—1)=-2 <= =-2 < a=8.
f=1) (—1)2+2(-1) -3 ¢
Aixi el valor dels parametres és a =8, b =2, ¢ = —3.

Observem que no hem utilitzat en cap moment que el punt (—1, —2) és un maxim relatiu de la funcio.
Si es vol, es pot comprovar que efectivament és aixi.

16(1 4+ x)

@rzogp U=

J'(e) = -

A mésamés, fl() >0si -3 <z <—-11f(z)<0si—-1<z<l

4.- Siguin A, B i C' matrius quadrades d’ordre n.

(a) Expliqueu raonadament si és possible que det A # 0, det B # 0 i det(A - B) = 0. Si és
possible, poseu-ne un exemple.

(b) Si sabem que det A#01i A-B = A-C, expliqueu raonadament si podem assegurar que
B=C.

[1 punt per apartat]
Solucio

(a) Una de les propietats dels determinants ens assegura que det(A - B) = det A - det B. Per tant, la
situacié proposada és impossible.

(b) Quan det A # 0 podem assegurar que la matriu és invertible. Per tant,

A-B=A.-C < A YA B)=A41A.-0) <= (A1 AB=(A"1-A)C < B=C.

5.- Siguin r i s dues rectes d’equacions

-9 —
ri(z,y, 2) = (—4,3,4) + £(2,-1,1) , s;x+1:y71:23“,

(a) Trobeu el valor del parametre a perqué aquestes rectes es tallin.

(b) En el cas en qué es tallen, trobeu I’equacié general (és a dir, de la forma Axr + By +
Cz+ D =0) del pla que les conté.

[1,5 punts per Papartat a; 0,5 punts per 'apartat b]
Solucio

(a) Els vectors directors respectius de les rectes son v, = (2,—1,1) i vs = (1,-1,3). Com que no
son proporcionals, les dues rectes es creuen o es tallen. Aixi doncs, busquem el valor del parametre a
perque es tallin. Hi ha varies maneres de trobar aquest valor. Entre elles, per exemple, podem utilitzar
les equacions paramétriques de la recta r per substituir el valor de z, y i z a la recta s.

(x,y,2) = (—4,3,4) +t(2,-1,1) <= v =—-4+2t, y=3—t, z2=4+t.
Llavors, utilitzant la primera igualtat de s,

—2
x+1:y71 (—4+2t+1)-(-1)=3-1t-2 < t=2.
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El punt de tall, si existeix, és P = (0, 1,6). Agafant ara la segona de les igualtats que defineix s,

1-2 6-a

=3.
1 3 — a

Per tant,

= Sia # 3 les rectes es creuen.

s Sia =3 les rectes es tallen.

Naturalment, aquest apartat es pot resoldre utilitzant el métode genéric per trobar la posicié relativa
de dues rectes a l'espai. Aixi, cal trobar el rang de la matriu que té per columnes (o per files) els
vectors PQ, v, 1 v, 1 el rang de la matriu formada pels dos tltims vectors. Siguin P = (—4,3,4) i
Q = (—1,2,a). Llavors, les matrius sobre les que hem de treballar son

3 2 1 2 1
A= -1 -1 -1 i B=[-1 41
a—4 1 3 1 3

Perqué les dues rectes es tallin, cal que rang A = rang B = 2. Com que és evident que rang B = 2,
solament cal imposar que det A = 0.

3 2 1
-1 -1 -1
a—4 1 3

=3—a.

O sigui, les rectes es tallen si i sol si a = 3.

(b) Per a a = 3 els vectors v, 1 vs generen el pla que, si passa pel punt (—4,3,4) (i també per (0,1,6),
per exemple), conté les dues rectes. L’equacié general del pla és

2 1 x+4
-1 -1 y—3|=0<= —2z-5y—2+11=0.
1 3 z—4

6.- En la figura es mostra la corba y = x(4 — x) i1 una recta r que passa per l’origen i talla
la corba en un punt P d’abscissa k, amb 0 < k < 4.

>~ - — — —

(a) Trobeu I’area ombrejada, delimitada per la corba i la recta, en funcié de k.

(b) Trobeu per a quin valor de k I’area de la regié6 ombrejada és la meitat de I’area del
recinte limitat per la corba i I'eix OX.

[1 punt per apartat]

Solucié
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(a) El punt P de la grafica té per coordenades P = (k,4k — k?). Llavors, 'area demanda en aquest
primer apartat és I’area del recinte que tanca la corba des de = 0 fins a z = 4 menys 'area del
triangle format pels punts (0,0), (k,0) i P, que té com a base el valor k i com a altura el valor 4k — k2.

K4k — k%) 6K — K 4K’ -k K

k
A= | (4z—2?)de — - Ly
/0(1‘ x?)dx 5 3 5 G

També és correcte plantejar I’area com la del recinte limitat per la corba i la recta d’equacié y = (4—k)x
(recta que passa per l'origen i el punt P):

ka2 $31k B k3
0 6

k k
A:/(4x—x2—4x+kx)d:c:/(kx—a;z)da:: —_— - =
0 0 2 3

(b) La corba talla a l'eix OX en els punts on z = 0 i x = 4. L area del recinte limitat per la corba i
l’eix és .
4 3 32
/ (4o — 2%)dx = |22% — =2
0 31, 3

1 32 16
Aixi, volem que 53 3 -3 La solucié d’aquesta equaci6 és k = /32 = 2V/4 .
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Matematiques
Seérie 2

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que és el
que voleu fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es poden fer servir calculadores o altres aparells
que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

3
1. Trobeu les asimptotes de la funci6 f(x)= w
x —4x-5
[2 punts]
) ax-y=2 ) .
2. Donats el pla 7:5x + y + 3z = 4 i la recta r: 5 3 estudieu-ne la posicid
V+z=-—

relativa en funci6 del parametre a.
[2 punts]

3. Considereu tots els prismes rectes de base quadrada amb un volum V fixat.
Anomeneu x el costat de la base del prisma i y la seva altura.
a) Trobeu l'expressi6 del volum i de l'area total del prisma en funcié de les varia-
bles x1iy.
b) Comproveu que el que té area total minima és en realitat un cub.
[0,5 punts per I'apartat a; 1,5 punts per I'apartat b]

2 1
4, Considereu la matriu 4= (7 3) .

a) Comproveu que compleix la igualtat A> — 5A = I, on I, és la matriu identitat
d’ordre 2.
b) Utilitzeu aquesta igualtat per a calcular la matriu inversa de A.

1
c) Resoleu I'equacié matricial 4-X = ( O)’ utilitzant la matriu inversa de A.

[0,5 punts per I'apartat a; 0,75 punts per I'apartat b; 0,75 per I'apartat c]



2
5. Sigui f(x)= % . Trobeu l'area del recinte limitat per la grafica d’aquesta funcio,
X+

Peix OXiles rectesx =01x = 2.
[2 punts]

. 4 -1
6. Considereu la recta r: X +2 = y—l =z-1.

a) Trobeu els dos punts, A i B, de la recta r que estan situats a una distancia d = Ve
del punt P = (-1, 1, 2).

b) Trobeu I’area del triangle de vertexs A, Bi P.

[1 punt per cada apartat]

“DESTVDIS x|

INSTITV

*MCMVII =

L'Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correcci6 linglistica i de I'edicié d’aquesta prova d’accés
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SERIE 2
3z — b — 2
1.- Trobeu les asimptotes de la funcié f(z) = L T2
22 —4x -5
[2 punts]
Solucioé

Comencem buscant les asimptotes verticals. Per fer-ho, igualem el denominador de la funci6é a zero i
resolem l’equaci6 resultant.

44 /42 -4 (-5 446
P —drx—5=0 < z= 5 ( ): 5 <~ =50 z=-1.
Aix0 ens indica que les possibles asimptotes verticals son x =5 i £ = —1. Comprovem si ho sén o no.

323 —br—2 348 323 — bz —2 348

s Jim == =~ 2 _2° _ _o: lim 22— 97— 2 2%
o5~ 22 —4dz—5 0 0 e 24z -5 0F

. 323 —5x—2 0 . (2 +1)(32%2 -3z - 2) 2
» lfm ————=(-)= lim N
a——1 22 —4x —5 0 a——1  (z+1)(z—5) 3

O sigui, la funcié té una sola asimptota vertical, z = 5.

O . 323 —br — 2
om ave iy~ —
la funcié no té asimptotes horitzontals.

= 00 (ja que el grau del numerador és superior al grau del denominador),

Finalment, busquem si la funcié té asimptotes obliqiies. Recordem que so6n de la forma y = ma +n on

m = lim /() in= lim (f(z) —m-x). En el nostre cas,
r—00 T—00
_y 323 — br — 2 s 3z — br — 2 ) = 1t 121’2—0—101‘—2_12
Mol 42—z 0 " TN\ —ar—5 ) Tat% 42 —4z-5

L’asimptota obliqua és y = 3z + 12.

- = 2 : o e, .
2C;x+ L= 3" estudieu-ne la posici6 relativa

2.- Donats el plaw:5z+y+3z=41ilarectar: {
en funcié del parametre a.

[2 punts]

Solucioé

Un pla i una recta a ’espai R3 poden ser paral-lels, es poden tallar o la recta pot estar continguda al
pla. Per comencar a esbrinar-ho en el nostre cas, busquem el vector normal del pla, al que anomenarem
vy, 1 el director de la recta, v,.

ik
vy =(5,1,3); v,=|la -1 0|=(-1,—a,2a).
0o 2 1

La recta i el pla es tallen si v 1 v, no son perpendiculars, és a dir, si vy - v, # 0.

Ur-vp = (5,1,3) - (—1,—-a,2a) = =5 —a+6a=5a—-5#0 < a#1.

També podrien comprovar si el vector director de la recta és o no combinacié lineal dels vectors
generadors del pla. Per trobar aquests vectors podem fer

T=A
br+y+3z2=4 << y=4—5x— 3z < {y:4—5)\—3,u
Z=U
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Podem agafar v; = (1,—5,0) i vo = (0,—3,1). Llavors,
(-1,—a,2a) = a(1,-5,0)+ 5(0,-3,1) <= a=-1, —-ba—-30=-a pf=2a=—a=1.

D’una manera o una altra, per a # 1 la recta i el pla es tallen.

Quan a = 1 encara tenim dues possibilitats: paral-lels o la recta continguda al pla. Per acabar
d’estudiar-ho, busquem un punt de la recta; per exemple, fent y = 0 queda z = 21 z = —3, aconseguint
el punt P = (2,0, —3). Mirem si aquest punt pertany o no al pla m,

5:2+043-(—3)=1#4.

O sigui, P ¢ 7. Per a a = 1, la recta i el pla son paral-lels.
Una forma diferent de resoldre el problema és estudiar el caracter del sistema d’equacions lineals

x4+ y +3z2= 4
ar — vy = 2
2y + 2z = -3

Comprovem quin és el rang de la matriu del sistema, A, calculant el seu determinant (que existeix per
ser una matriu quadrada).

) 1 3
a -1 0|l=-5+4+0+6a—(0+0+a)=>5a—5.
0 2 1

Siba —5# 0 (¢és adir, si a # 1) tenim que rang A = rang (A|b) = 3, on (A|b) representa la matriu
ampliada del sistema. El sistema és compatible determinat. D’aqui, el pla i la recta es tallen.

Si a = 1, calculem el rang de les dues matrius alhora,

5 13 | 4 1 -1 |2 1 -1 0 | 2 1 —-10 | 2
1 -1 0| 2|~[0 6 | —6|~[0 21| —2|~[0 21| —2].
0 21 | -3 0 2 | -3 0 2 1 | -3 0 00 | -1

Llavors, rang A = 2 i rang (A|b) = 3. El sistema és incompatible i, per tant, la recta i el pla son
paral-lels.

—=w O

3.- Considereu tots els prismes rectes de base quadrada amb un volum V fixat. Anomeneu
x el costat de la base del prisma i y a la seva altura. Es demana:

(a) Trobeu I’expressié del volum i de ’area total del prisma en funcié de les variables x i
Y.

(b) Comproveu que el que té area total minima és en realitat un cub.

[0,5 punts per lapartat a; 1,5 punts per apartat b]

Solucié

Amb les notacions de I’enunciat,
V=ay;, A=22>+4xy.

Aillant el valor de la variable y de I’expressi6 del volum, y = V//22. Substituint aquest valor a ’expressi6
que ens doéna 'area obtenim
4V

\%
A:2$2+4x—2:2x2+—.
T z

Per trobar el valor minim de ’area, derivem aquesta expressié respecte de x i la igualem a zero.

A':4x—g

s A=0 = 4’4V =0 = 2=VV.
xr
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D’aquiy:K:L: SV—?)

2 3 V2 V2
Per comprovar que es tracta realment d’'un minim, cal trobar la segona derivada de la funcié area i
veure quin signe té per al valor z = V/V:

— V/V. En definitiva, y =z i el prisma és un cub.

8V f
A”:4+ﬁ:>A”(W)>O.

7 3

(a) Comproveu que compleix la igualtat A> —5A = I5, on I, és la matriu identitat d’ordre
2.

4.- Considereu la matriu A = (2 1) .

(b) Utilitzeu aquesta igualtat per a calcular la matriu inversa de A.

_g é), utilitzant la matriu inversa de A.

[0,5 punts per lapartat a; 0,75 punts per Papartat b; 0,75 punts per 'apartat c]

(c) Resoleu I’equacié matricial A- X = (

Solucio

(a) En primer lloc, realitzem els calculs indicats,

2 (21 2 1\ 2 1\ _ /11 5\ (/10 5\ _ /1 0)\_
A 54 = (7 3 7 3 g 7 3) \35 16 35 15/  \0 1) I,
tal com voliem.

(b) Per calcular la matriu inversa de A, cal treure factor comi al membre esquerra de la igualtat
donada, A%2 — 5A = I <= A(A — 513) = I5. Recordant que la matriu inversa de A és aquella que
multiplicada per ella déna la identitat, podem assegurar que

14 e (2 1Y (1 0\_ /-3 1
at—a-sn=(2 ) -s(p V)=(73 )
(c) Tenim que

wx= (g ) e (9= DY)

8 2

5.- Sigui f(x) = 5 ::_1. Trobeu I’area del recinte limitat per la grafica d’aquesta funcio,
x

leix OX ilesrectesx=0ix=2.

[2 punts]

Solucioé

2
La funci6 solament val zero quan x = 0. Per tant, ’drea demanada és / f(z)dz. La funci6 a integrar

és una funci6 racional amb el grau del numerador major que el denominador. Per tant, haurem de
comengar efectuant la divisi6. Ens queda

82
m =4r — 2+ .
2¢ + 1 20 + 1

Llavors,

2 82 2 2 5 2
/0 2$+1da:—/0 <4x2+2x+1>d$—{2x 72x+ln|2$+1|}0
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=[2-22-2-24+In(2-24+1)] = [0—0+1In(0+1)] =4 +1In5 ~ 5,60944 .

z+4 y-—1 1
— ="—=2z-1.
-2 -1
(a) Trobeu els dos punts, A i B, de la recta r que estan situats a una distancia d = \/6 del
punt P = (—1,1,2).

(b) Trobeu I’area del triangle de veértexs A, B i P.

6.- Considereu la recta 7 :

[1 punt per apartat]

Solucio

(a) Els punts de la recta r son de la forma Q = (z,y,2) = (=4 — 2¢t,1 — t,1 + t). La distancia d'un
d’ells al punt P és

dQ.P)=\/[-1— (~4— 202+ [L— (L — )2+ [2— (L + )2 = V10 + 10t + 62,

Se’ns demana que d(Q, P) = /6. Per tant, I'equaci6 a resoldre és 10 + 10t + 6t = 6, que té per
solucions t = —1 it = —2/3. El punts buscats son A = (—2,2,0)i B = (—8/3,5/3,1/3).

(b) L’area del triangle amb veértex A, B i P es pot trobar utilitzant la formula
1 1
§ = SIIPAx PB| = S (A~ P) x (B~ P)|.

Com que A — P = (~2,2,0) — (—=1,1,2) = (~1,1,-2) i B~ P = (~8/3,5/3,1/3) — (-1,1,2) =
(—5/3,2/3,-5/3), tenim que

ik
(A-—P)x (B—P)= | -1 1 -2 | =(-1/3,5/3,1).
~5/3 2/3 —5/3
En definitiva,
1 V35
§=SlI(=1/3,5/3, )] = —
B yp = IRP x v,|| 35
3 ’ [[or] 6
1
essent R = (—4,1,1) un punt de la recta r. Llavors, S = 5 \/36 . % = \/gg

Encara hi ha una altra forma de resolucié: la férmula de Hero,

S = \/m(m— a)(m—"b)(m—rc),

on m és el semiperimetre del triangle i a, b i ¢ les longituds dels costats. En el nostre cas,

V6
o _ d(A,P)+d(B,P)+d(A B) _ \f6+\/6+? R

2 2 6

[ FE -2

Per tant,

6 3 6
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Matematiques
Seérie 1

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que és el
que voleu fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es poden fer servir calculadores o altres aparells
que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

2X—y+3z=2
1. Donada larecta r: Y :
x+z+1=0
a) Trobeu-ne un vector director.
b) Calculeu I'equacié continua de la recta parallela a r que passa pel punt
P=(1,0,-1).

[1 punt per cada apartat]

2. Sitenim la matriu invertible A i 'equacié matricial X-A+B=C:
a) Ailleu la matriu X.
(3 1
1 -1)

1
,en que a>0.

1 -2
-1 1

1 1

b) Trobeu la matriu X quan A= 5 1

[1 punt per cada apartat]

:B=

2
x5 -

3. Definim les funcions f(x)=a(l —x*) i g(x)=

a) Comproveu que I'area del recinte limitat per les grafiques de les funcions és:

4(1+a”)
3a

b) Calculeu el valor del parametre a perque aquesta area sigui minima.
[1 punt per cada apartat]



Considereu el sistema d’equacions segtient:
X+2y—-az=-3
2x+(a-5)y+z=4a+2
4x+(a-1)y-3z=4

a) Calculeu els valors del parametre a perque el sistema no sigui compatible deter-
minat.

b) Hi ha algun valor de a per al qual x=1, y=-3, z=-1 sigui 'tinica solucié del sis-
tema?

[1 punt per cada apartat]

Siguin rl:x_2=y__3=1__zir2;x_+3= 1=Z_+1
2 2 2 2
a) Comproveu que r, ir, sén perpendiculars.
b) Comproveu que es tallen mitjangant la determinacié del punt de tall.
[1 punt per cada apartat]

Sigui f(x) =x*-e* quan a=0.

a) Calculeu el valor de a perque aquesta funcié tingui un extrem relatiu en el punt
d’abscissa x=2.

b) Quan a=2, classifiqueu-ne els extrems relatius.

[1 punt per cada apartat]

*DESTVDIS 2]

INSTITV

*MCMVII =

L'Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correccid linglistica i de I'edicié d’aquesta prova d’accés
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Matematiques
Seérie 4

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que és el
que voleu fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es poden fer servir calculadores o altres aparells
que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Calculeu larea del recinte limitat per les corbes d’equacié f(x)=x*-x+2 i
g(x)=5-3x.
[2 punts]

2. Donat el pla m:2x+y—z=5:
a) Calculeu 'equacié del pla paral-lel al pla & que passa pel punt P=(1, 0, -1).
b) Determineu també la distancia entre el punt Pi el pla 7.
[1 punt per cada apartat]

3. La grafica corresponent a la derivada d’una funcié f(x) és la segtient:

/—3 0 ’2\
a) Expliqueu raonadament quins valors de x corresponen a maxims o a minims
relatius de f(x).

b) Determineu els intervals de creixement i decreixement de la funcié f(x).
[1,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b]




Analitzeu, segons els valors del parametre k, el caracter (és a dir, si és compatible o
no i si és determinat o no) del sistema d’equacions segiient:

2x+y-z=k-4
(k-6)y+3z=0
(k+Dx+2y=3

[2 punts]

Calculeu equaci6 general (és a dir, de la forma Ax+ By+Cz+D=0) dels plans que

=2
contenen la recta r: {y . i que formen un angle de 45° amb el pla z=0.
Zz=

[2 punts]

Dins d’un triangle rectangle, de catets 3 i 4 cm, hi ha un rectangle. Dos costats del

rectangle estan situats en els catets del triangle i un dels vertexs del rectangle és a la

hipotenusa del triangle.

a) Feu un esbos de la situacié descrita.

b) Si x és la longitud del costat del rectangle que esta situat en el catet petit i y és
Ialtre costat del rectangle, comproveu que es compleix que 4x+3y=12.

c) Determineu les dimensions del rectangle perque I’area sigui maxima.

[0,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b; 1 punt per I'apartat c]

*DESTVDIS 2]

INSTITV

*MCMVII =

L'Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correccid linglistica i de I'edicié d’aquesta prova d’accés
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SERIE 1

20 —y+32=2,
r+z+1=0 "~

(a) Trobeu-ne un vector director.

1.- Donada la recta r: {

(b) Calculeu I’equacié continua de la recta que és paral-lela a r i que passa pel punt
P=(1,0,-1).

[1 punt per cada apartat]
Solucié

(a) El vector director de la recta r es pot trobar de diferents maneres. Potser la més senzilla és efectuar
el producte vectorial dels vectors normals dels plans que la defineixen. Es a dir, si

ik
v=12 -1 3|=—i+j+k=(-1,1,1),
1 0 1

v, €és vector director de la recta r.

Altres formes de buscar el vector director:

= Resolent el sistema de dues equacions amb tres incognites que defineix la recta, arribem, per
exemple, a que y = =5 —x 1 z = —1 — x. Aix0 ens porta a les equacions paramétriques de la
recta,
r=X; y=-H—-X; z=-1-A\.

Aixi, el vector director és v, = (1,—1, —1), els coeficients del parametre A.

s Les igualtats y = =5 —x 1 z = —1 — z es poden transformar en £ = —1 — z = —5 — gy, d’on
I’equacié continua de r és
x—0 y+5 =z+1
1 -1 =1

El vector director és v, = (1,—1,—1).

= El vector director de r ha de ser ortogonal als vectors normals dels plans que determinen la
recta. Busquem, doncs, (a,b,c) tal que (a,b,c) - (2,—-1,3) = 01 (a,b,c) - (1,0,1) = 0. D’aqui,
2a —b+3c=01a+c=0. La soluci6é d’aquest sistema és, per exemple, b = —a, ¢ = —a. Per
tant, el vector director buscat és de la forma v, = (a, —a, —a). Qualsevol valor no nul de a ens
déna un vector director.

(b) L’equaci6 continua de la recta buscada és T _1 =T =3

2.- Si tenim la matriu invertible A i I’equacié matricial X - A+ B =C:
(a) Ailleu la matriu X.
(b) Trobeu la matriu X quan

(D) se(4 ) e ),

[1 punt per cada apartat]

Solucio
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(a) Tenim que X -A+B=C= X -A=C—-B= X=(C-B)-A'.

(2 0\ ., (-1 -2
C_B_(s —2) LA _<—1 —1)’

=) (B 2)=(5 )

Evidentment, també es pot resoldre aquest apartat posant X = (z Z) i plantejant el sistema
a b 1 -2 n 11\ (3 1
c d -1 1 -2 1) \1 -1/~

$2

(b) Com que

ens queda

3.- Definim les funcions f(z) = a(l — 2?) i g(z) = , en qué a > 0.

(a) Comproveu que ’area del recinte limitat per les grafiques de les funcions és

4(1 + a?)
3a

(b) Busqueu el valor del parametre a perqué aquesta area sigui minima.

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) Cal buscar els punts d’interseccio6 de les dues grafiques. El valor de ’abscissa en un punt d’interseccio
és la soluci6 de l'equacio f(x) = g(x); és a dir,

22 —1

a(l —x2) =

D’aqui ens queda (a? +1)(1—22) = 0. Com que a? + 1 no és zero per cap valor del parametre a, tenim
x==+1.

Llavors, tenint en compte que en linterval [—1, 1] es compleix que f(z) > g(x) ja que
1
f(0)=a>g(0)=——, perser a>0,
a

és clar que 'area buscada és

z? — a2 2
AZ/ll(f(fv)g(x)),dxz/l (a(1x2) 1) dx:/l (a2 +1)(1 )

-1

2
1
(@+1)|
a

S 41+ ad)
3 _17 3a

4(1 + a?)

5 . Perqué el seu valor sigui minim cal que la primera derivada
a

(b) Definim la funci6 h(a) =

sigui nul-la. Com que

4(a® - 1)
Dh(a) = T 342
els valors “candidats” a donar un maxim o un minim sén ¢ = 1ia = —1. A 'enunciat ens diuen que
a > 0. Per tant, I'inic valor possible és a = 1. A més a més, és facil veure que
D?h(a) = S i, per tant, D?h(1) = s >0.
3a3 3
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Es a dir, es tracta d’'un minim, tal com es volia.

Si es vol, I'estudi de si en ¢ = 1 hi ha realment un minim es pot realitzar buscant els signes de la
primera derivada abans i després d’aquest valor:

4(0,5%2 — 1)

Dh(0,5) = 3057

= —4<0; Dh(15)~0,74>0.

Com que la funcié derivada és negativa a l'esquerra (funcié decreixent) i positiva a la dreta (funcio
creixent), en @ = 1 hi ha un minim.

4.- Considereu el sistema d’equacions segiient:

x4+ 2y —az= -3
20 + (a—5)y + z =4a+2
dr+ (a—1ly —3z= 4

(a) Calculeu els valors del parametre a perqué el sistema no sigui compatible determinat.

(b) Hi ha algun valor de a per al qual x = 1, y = —3, z = —1, sigui I’Gnica solucié del
sistema?

[1 punt per cada apartat]
Solucié

(a) Com que la matriu del sistema és quadrada d’ordre 3, els valors del parametre que fan que el
sistema no sigui compatible determinat séon aquells que anul-len el seu determinant.

1 2 —a 1 2 —a
2 a-=5 1|%0 a=9 20412 “:g i‘“_r; &) “59 ;“fi’:(a—g)@a—@.
4 a-1 -3| |0 a—9 4a—3| ' “ “

Les operacions elementals fetes a cada pas han estat:
(1) Fo —2Fy; F5 —4F;. (2) Desenvolupament per la primera columna. (3) F» — F7.

Com que det A = 0 siisolsia=2o0a=09, aquest sén els valors per als quals el sistema no és
compatible determinat.

Aquest estudi es pot fer també escalonant la matriu ampliada (o inclis sense ampliar) del sistema,

1 2 —a | -3 1 2 —a | -3
(2 a—-5 1 | 4a+2)~<0 a—9 2a+1 | 4a+8)
4 a—1 -3 | 4 0 a—9 4a-3 | 16
1 2 —-a | -3
N(O a—9 2a+1 | 4a+8).
0 0 2a-4 | 8—4a

Els valors que fan que rang A # 3 soén, evidentment, a =21ia=9.

(b) Quan x =1, y = —3 1 z = —1, el sistema es transforma en
1 - 6 +a= -3
2—3(a—5)—1:4a+2}.
4—3((1—1)—1—3: 4

Les tres equacions donen el mateix valor per al parametre: a = 2. Es molt important comprovar que a
les tres equacions surt el mateix valor de a; si no es comprova, I’apartat estd mal resolt.
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Per tant, quan a = 2, els valors proposats formen una solucié del sistema. Ara bé, a I'apartat anterior
hem vist que per a = 2 el sistema no és compatible determinat. Aixo vol dir que per a a = 2 el sistema
és compatible indeterminat.

En definitiva, no existeix cap valor del parametre a per al qual els valors proposats siguin soluci6 tnica.

.. y—3 11—z z+3 z+1
- r—2="—= : = 1= .

5.- Siguin r1:x 7 5 irg 5 Y+ 5

(a) Comproveu que ry i vy sén perpendiculars.

(b) Comproveu que es tallen mitjancant la determinacié del punt de tall.

[1 punt per cada apartat]
Solucié
(a) Posem 'equacio6 de la recta r1 en forma continua (la recta ry ja estd donada en aquesta forma):

r—2 y—3 z-1
r1: = =
1 2 -2

Els vectors directors respectius son v; = (1,2, —-2) i v2 = (2,1,2). Com que el seu producte escalar és
(1,2,-2)-(2,1,2)=24+2-4=0,
podem assegurar que els vectors sén ortogonals i, per tant, les rectes r1 i ro sén perpendiculars.

(b) Les equacions de les rectes donen lloc a un sistema de quatre equacions lineals amb tres incognites,

2 — vy =1

y +2= 4
T — 2y =-1
x —z=-2

De la primera equacioé, y = 2x — 1; substituint aquest valor a les altres tres equacions obtenim

20 +z= 5
—3z = -3
r —z=-2

La segona equacié d’aquest sistema reduit ens porta a qué z = 1. Llavors, les altres dues equacions
son equivalents, amb soluci6 z = 3. Aixi, les rectes es tallen i el punt de tall és el (1,1, 3).

També es pot comprovar que les rectes es tallen trobant el rang de les matrius (v, vs) 1 (v, vs @),
on P =(2,3,1) és un punt de la recta r; i Q = (=3, —1,—1) és un punt de la recta ry. Per tal que es
tallin, cal que el rang de les dues matrius sigui 2. Aquest métode no és el que es demana a ’enunciat
i, a més a més, no ens doéna el punt de tall, que encara haurfem de calcular.

6.- Sigui f(r) = 2% %, quan a #0.

(a) Calculeu el valor de a perqué aquesta funcié tingui un extrem relatiu en el punt
d’abscissa x = 2.

(b) Quan a = 2, classifiqueu-ne els extrems relatius.
[1 punt per cada apartat]
Solucié

(a) La condicié necessaria perqué una funcié tingui un extrem relatiu en un punt és que la primera
derivada en ell valgui zero. Busquem la primera derivada de la funci6 f(z).

Df(x) = 2ze™ " + 2%(—ae %) = ¢ (2z — ax?).
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Llavors, Df(z) =0siisolsiz =00z =2/a ja que la funcié exponencial és sempre diferent de zero.
Si volem que la funcié tingui un extrem relatiu en x = 2, cal que a = 1.

NoOTA: De fet és necessari encara comprovar que D2 f(2) # 0. Com que D?f(x) = e~ % (2 —4ax +a’z?),
és clar que per a = 1 el valor de D%f(2) no és zero.

(b) Podem aprofitar la feina feta a 'apartat anterior: quan a = 2, tenim que la funcié pot tenir extrems
enx=0ienz=2/2=1.

D’altra banda, quan a = 2, D?f(z) = e 2*(2 — 8z + 42?). Com que D?f(0) = 2 > 0, en el punt
d’abscissa # = 0 hi ha un minim; aixi mateix la desigualtat D?f(1) = —2e~2 < 0 ens diu que en el

punt d’abscissa £ = 1 hi ha un maxim.

Igual que a la qiiestio 3, la classificacié dels extrems es pot realitzar estudiant el signe de la derivada
abans i després dels punts trobats.
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SERIE 4

1.- Calculeu I’area del recinte limitat per les corbes d’equacié f(z) = z?—z+2 i g(x) = 5-3x .
[2 punts]
Solucio

Cal comencar buscant les abscisses dels punts d’intersecci6 d’ambdues corbes. Per fer-ho, plantejem
l'equacio f(z) = g(x),

2

fle)=9g(z) <= 2*—24+2=5—-3z < 22420 -3=0 <= z2=1 0 x=-3.

La grafica de les dues funcions és

>

-3 1

Com que f(0) =21 g(0) =5, podem assegurar que, en l'interval que ens interessa, g(z) > f(x). L’area
demanada és

1 1 22 1 32
/ (g(a:)—f(a;))dx:/ (B3—2r—a?)de= |3z —2* - | = (3— 1- ) —(-9-9+9)=—.
_3 _3 31, 3 3
2.- Donat el pla m:2z+y — 2z =5:

(a) Calculeu I’equacié del pla paral-lel al pla = que passa pel punt P = (1,0,—1).

(b) Determineu també la distancia entre el punt P i el pla .

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) Hi ha dues maneres de trobar el pla demanat. La primera consisteix en escriure la forma general
dels plans paral-lels a 7, n’: 22 +y — 2+ D = 0, i trobar el valor del parametre D perqué passi pel punt
P,

Per < 2-140—(-1)+ D=0 < D=-3.

El pla buscat és 2z +y — 2 —3=0.

La segona forma consisteix en utilitzar la férmula del pla que passa per un punt amb un vector normal
conegut.
2 —-1)4+(y—0)—(2+1)=0 < 22+y—2—-3=0.

(b) La distancia d’'un punt P = (z¢, Y0, 20) a un pla m: Az + By + Cz + D = 0 es pot calcular per la
féormula

- ’Aa}o + Byo + Czo + D|

d(P,m
(F.m) VA?+ B% 4 (C?
En el nostre cas,
2-1+0—(—-1) — 2

V22 + 12+ (-1)2 V6
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3.- La grafica corresponent a la derivada d’una funcié f(z) és la segiient:

(a) Expliqueu raonadament quins valors de x corresponen a maxims o a minims relatius
de f(z).

(b) Determineu els intervals de creixement i decreixement de la funcié f(z).

[1,5 punts per Papartat a; 0,5 punts per 'apartat b]

Solucié

(a) Perque la funci6é f(z) tingui un extrem relatiu en un punt, és necessari que la seva derivada valgui
zero en aquest punt. D’acord amb la grafica, aixo passa per x = -3, 2 =01ix = 2.

Abans del punt z = —3, la funci6 derivada és negativa i després és positiva; aixo vol dir que en aquest
punt hi tenim un minim relatiu.

Amb un raonament paral-lel podem comprovar que en = = 0 la funcié f(x) té un maxim relatiu i en
el punt x = 2 no hi ha ni maxim ni minim (la derivada és negativa als dos costats); de fet, en aquest
punt hi ha un punt d’inflexio.

(b) D’acord amb els signes de la derivada,

» La funcio f(x) és creixent a 'interval (—3,0).

» La funcio f(z) és decreixent a (—oo, —3) U (0, +00).

4.- Analitzeu, segons els valors del parametre k, el caracter (és a dir, si és compatible o
no i si és determinat o no) del sistema d’equacions segiient:

2c+y—z=k—14
(k—6)y+32=0
(k+1x+2y=3

[2 punts]
Solucié

La matriu del sistema és quadrada. Busquem el seu determinant.

2 1 -1
0 k-6 3
kE+1 2 0

=3(k+1)— [~ (k4 1)(k—6)+12] = k* — 2k — 15.

Busquem els valors de k perqué aquest determinant valgui zero,

K> —2k—-15=0=k=-3 0 k=5.

També es pot realitzar aquest estudi escalonant la matriu, ampliada o no, del sistema,

2 1 -1 | k-4 2 1 -1 | k—4
0 k-6 3 | 0 |~|0 k=6 3 | 0 .
k+1 2 0 | 3 0 3—k k+1 | 10+3k—k?
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A partir d’aqui, I'escalonament es fa molt feixuc. Per aixo la millor forma d’acabar és veient per a
quins punts les files segona i tercera de la matriu sense ampliar sén proporcionals.

k—6 3
- k+1<:> 3 o 5

D’una o altra manera, tenim:

= Sik+#—-3ik#D5, el rang de la matriu del sistema és 3; el de 'ampliada també és tres. Aixi, en
aquest cas, el sistema és compatible determinat.

= Quan k = —3, escalonem la matriu ampliada del sistema,
2 1 -1 | =7 2 1 -1 | =7 2 1 -1 | =7
0 -9 3 | 0l ~(0 -3 1 | 0l ~(0 =3 1 | 0] .
-2 2 0 | 3 0 3 -1 | —4 0 0 0 | —4

Clarament, rang A = 2 i rang (A|b) = 3; el sistema és incompatible.

= Finalment, pel valor £ =5,

2 1 -1 | 1 2 1 -1 | 1 2 1 -1 | 1
0 -1 3] 0|~{0 -1 3] 0]~[0 -1 371]0].
6 2 0 | 3 0 -1 3 ] 0 0 0 0] 0

Ara, rang A = rang (A|b) = 2 < 3. El sistema és compatible indeterminat.

Observeu que si s’ha realitzat 1’escalonament de la matriu, 'estudi dels casos k = —3 i k = 5 se
simplifiquen, substituint el valor de la k a la matriu que ja estd mig escalonada.

5.- Trobeu l’equacié general (o sigui de la forma Az + By + Cz + D = 0) dels plans que
y =

contenen la recta r : { i formen un angle de 45° amb el pla z = 0.

[2 punts]
Soluci6 1

Qualsevol punt de la forma P = (a,2,1) pertany a la recta r. Per simplicitat, agafarem P = (0,2,1).

ik
El vector director de la recta és |0 1 0| = (1,0,0). El vector normal del pla z =0 és v, = (0,0, 1).
0 0 1

Si el pla buscat és 7' : Ax + By + Cz + D = 0, tenim que el seu vector normal és v, = (A, B,C).
Com que conté la recta r, sabem que v, és perpendicular a v,; per formar 45° amb el pla z = 0 cal
que cos(vyr, v,) = V/2/2. Es a dir,

Vgt -V (0,B,0)-(0,0,1) C V2
'U/'U:A,B,C‘l’o’o :AZO, T — 9 ) 5y Yy _ Ve
v = (B0 1L,0.0 ool ol = VBTr R VBRRCR 2
La solucié és A = 0, B> = C? (<= C = B o C = —B). Podem posar, sense perdre generalitat,
B = 1. Aixi, tenim dos plans que compleixen les condicions, y + z = D1 i y — z = Ds. Fent que passin
pel punt P (condicié perqué continguin la recta r), ens queda

y+z=3, y—z=1.

Solucio 2

La qiiestié es pot resoldre també utilitzant I'equacié del feix de plans que passa per la recta r,

(y—2) + A(z—1) = 0.
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El vector director d'un pla qualsevol d’aquest feix és v, = (0,1, A). Llavors, s’ha de complir que

(0,1,A)-(0,0,1) 2

VIFAZ.1 2

Aquesta equaci6 ens porta a que A = £1. Llavors, els plans buscats son:

» Per A=1(y—2)+(2—1)=0;¢ésadir,y+2=3.

» Per A\=—-1,(y—2)—(2—1)=0; per tant, y —z =1 .

6.- Dins d’un triangle rectangle, de catets 3 i 4 cm, hi ha un rectangle. Dos costats del
rectangle estan situats en els catets del triangle i un dels vértex del rectangle és a la
hipotenusa del triangle.

(a) Feu un esbés de la situacié descrita.

(b) Si x és la longitud del costat del rectangle que esta situat en el catet petit i y és I’altre
costat del rectangle, comproveu que es compleix que 4z + 3y = 12.

(c) Determineu les dimensions del rectangle perqué la seva area sigui maxima.
[2 punts]

(a) La grafica de la situacio és

X
4
by
3
. 4 44—y : : :
(b) Per semblanca de triangles, 3= Es a dir, 4x+ 3y = 12. Hi ha altres relacions de semblanca
x
. - 4 Y
que ens porten a la mateixa relacio; per exemple, 3 =3 .
-z

També es pot arribar a la relacié entre x i y utilitzant geometria en el pla. En efecte, podem considerar
com a eixos de coordenades les rectes que contenen els catets. Llavors, la recta que conté la hipotenusa
passa pels punts (3,0) 1 (0,4); per tant, la seva equacio és

x—3 y—0
0-3 4-0’

és a dir, 4o+ 3y =12.

Com que el punt (z,y) pertany a aquesta recta, ha de complir la seva equacio.
12 — 4x

. Ll
3 avors,

(c¢) De la relacio trobada a l'apartat anterior se'n dedueix, per exemple, que y =

I’area del rectangle és
12— 4z 12z — 4a?

A=r -y=1-
T-y==2a 3 3
Per tenir un valor maxim, cal que la primera derivada sigui nul-la.
12 —
A = 38x; A =0 = 12-8z=0 x:%
12 —4(3/2)

Llavors, y = = 2. Les dimensions del rectangle buscat son 3/2 de base i 2 d’altura.

3
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Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que és el
que voleu fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es poden fer servir calculadores o altres aparells
que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

k+1 1 1
1. DonadalamatriuM=| 0 k-2 1
0 k-2 -k

a) Calculeu els valors del parametre k per als quals la matriu M no és invertible.
b) Per a k=0, calculeu M.

[1 punt per cada apartat]

2x—y+3z=2
2. Donada la recta 4

, calculeu I'equaci6 general (és a dir, de la forma
x+z+1=0

Ax+By+Cz+D=0) del pla perpendicular a la recta que passa pel punt
P=(1,0,-1).
[2 punts]

3. Donada la funcié f(x) =x’+ax*+ bx+c:

a) Determineu la relacié que han de complir els parametres a, b i ¢ perque f(x) tin-
gui un extrem relatiu en el punt d’abscissa x=-1.

b) Calculeu el valor del parametre a perque hi hagi un punt d’inflexié de la funcié
f(x) en el punt d’abscissa x=0.

c¢) Determineu la relaci6 entre els parametres a, b i ¢ sabent que la grafica de f(x)
talla Peix OX en el punt d’abscissa x=-2.

d) Calculeu el valor dels parametres a, b i ¢ perque es compleixin les tres propietats
anteriors alhora.

[0,5 punts per cada apartat]



“1/2 =3/2 0

4. Siguilamatriu A=|~/3/2 -1/2 0.

0 0 1

a) Calculeu A?1 A°.

b) Deduiu el valor de A™!.

Norta: Treballeu amb radicals; no utilitzeu la representacié decimal dels elements
de la matriu.

[1 punt per cada apartat]

Considereu la recta r: x_—l _r* 2

=z-a ielplam:2x+y-5z=5.

a) Estudieu la posicié relativa de la recta r i el pla & en funcié del parametre a.
b) Quan a=3, calculeu la distancia de la recta r al pla 7.
[1 punt per cada apartat]

Sigui f(a)= fol/u(az +x%)dx per a>0.

a) Comproveu que f(a)= 3% +a.
a

b) Calculeu el valor del parametre a perque la funcié f(a) tingui un minim relatiu.
[1 punt per cada apartat]

*DESTVDIS 2]

INSTITV

*MCMVII =
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Oficina d’Organitzacié de Proves d’Accés a la Universitat Pagina 1 de 3

PAU 2011
Pautes de correccio Matematiques

SERIE 2

0 k—2 —k
(a) Calculeu els valors del parametre k per als quals la matriu M no és invertible.

(b) Per a k =0, calculeu M.

k+1 1 1
1.- Donada la matriu M = ( 0 k=2 1 ),

[1 punt per apartat]

Solucio

(a) Sabem que una matriu és invertible si 1 sol si el seu determinant és no nul. Busquem, doncs, el
determinant de la matriu M,

k+1 1 1 k+1 1 1
detM=| 0 k-2 1 |=| 0 k-2 1 | =F+D)(k-2)(-k—-1)=—(k+1)*(k—-2).
0 k—2 —k 0 0 —k—1

Aquest determinant val zero quan kK = —1 o k = 2; aquests sén els valors per als que la matriu no és

invertible.
1 1 1

(b) Per k = 0 la matriu és M = (0 -2 1) i la seva inversa es pot calcular utilitzant el métode de
0 -2 0

Gauss-Jordan,

1 11 1] 100 1 0 3/2 | 1 1/2 0 1 0 0 | 1 -1 3/2
(0—21]010)~(0—21\010)~(0—20]00 1)
00 1 0 0 -1 |0 —1 1 0 0 1|0
100 | 1 —1 3/2
~<01000—1/2).
01 ] 0 1 -1

També es pot calcular utilitzant la matriu complementaria (matriu adjunta transposta).

La matriu inversa és

3

1 -1 -

2

M= 0 0 _1
2

0 1 -1

20 —y+3r =2
z+24+1=0
Az + By + Cz+ D =0) del pla perpendicular a la recta que passa pel punt P = (1,0,—1).

2.- Donada la recta }, calculeu I’equacié general (és a dir, de la forma
[2 punts]
Solucié

Perque el pla buscat i la recta donada siguin perpendiculars, el vector normal del pla i el director de
la recta han de ser paral-lels; el més senzill és agafar-los iguals. Busquem, doncs, el vector director de
la recta,

i gk
ve=12 -1 3|=—i+j+k=(-1,1,1).
1 0 1

L’equaci6 del pla m amb vector normal v, = (A, B, C), passant pel punt P = (xq, yo, 20) és

Az —x0) + By —y0) + C(z — 20) = 0.
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En el nostre cas, ens queda

(—-D)(z—-1)4+1(y—0)+1(z+1)=0, ésadir, —z+y+2+2=0.

3.- Donada la funcié f(z) = 2® + ax® + bx + c:

(a) Determineu la relacié que han de complir els parametres a, b i ¢ perqué f(x) tingui
un extrem relatiu en el punt d’abscissa r = —1.

(b) Calculeu el valor del parametre a perqué hi hagi un punt d’inflexié de la funcié f(z)
en el punt d’abscissa r =0.

(c) Determineu la relacié entre els parametres a, b i ¢ sabent que la grafica de f(x) talla
I’eix OX en el punt d’abscissa r = —2.

(d) Calculeu el valor dels parametres a, b i ¢ perqué es compleixin les tres propietats
anteriors alhora.

[0,5 punts per cada apartat]

Solucié

(a) Perqueé hi pugui haver un extrem relatiu de la funci6 en x = —1, cal que f'(—1) = 0. Com que
f'(z) = 322 + 2ax + b, la relacié buscada és 3 —2a +b=10.

(b) En un punt d’inflexi6 la segona derivada ha de ser zero. Tenim que f”(z) = 6z + 2a; per tant,
17(0) =2a =0. Llavors, a = 0.

(¢) Es clar que la condici6 és f(—2) = —8 +4a —2b+c=0.

(d) Cal resoldre el sistema 3 —2a+b=0,a=0, —8+4a—2b+c¢=0. Lasoluci6 ésa=0,b=—-31
c=2.

~1/2 —V/3/2 0
4.- Sigui la matriu A= | V/3/2 -1/2 0
0 0 1

(a) Calculeu A? i A3.
(b) Deduiu el valor de A",

NoOTA: treballeu amb radicals; no utilitzeu la representacié decimal dels elements de la
matriu.

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) Tenim que

-1/2 —/3/2 0 ~1/2 —/3/2 0 —1/2  V3/2 0
A2_<\/§/2 ~1/2 0)-<\/§/2 ~1/2 0)_(—\/3/2 —1/2 0).

0 0 1 0 0 1 0 0 1
~1/2 —V3/2 0 ~1/2 V3/2 0 1 00
A3:A-A2:(\/§/2 ~1/2 0)-(—\/5/2 ~1/2 0):(0 1 0):13.
0 0 1 0 0 1 00 1

(b) Com que 101 = 33 -3 + 2, ens queda

N -1/2 V3/2 0
AL = 433342 — (43)7 A2 = ()3 A2 =A% = —V3/2 —1/2 0.
0 0 1
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5.- Considereu la rectar:xT_lzy_i?:z—aielp]a7r:2x+y—5z:5.

(a) Estudieu la posicié relativa de la recta r i el pla m en funcié del parametre a.
(b) Quan a = 3, trobeu la distancia de la recta r al pla .

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) El vector director de la recta és v, = (3,—1,1); el punt P = (1,—2,a) pertany a la recta r. Per
altra banda, el vector normal del pla 7 és v = (2,1, —5). Comprovem si v, i v; s6n 0 no ortogonals,

v v = (3,—1,1) - (2,1,—=5) =3-24 (=1)-14+1-(=5) =0.

Efectivament, ho son. Per tant, la recta és paral-lela al pla o la recta esta continguda en el pla. Per
acabar-ho de decidir, mirem si el punt P pertany o no al pla.

Perm < 2.-14+(-2)—-ba=5 < a=-1.

En definitiva,

= Sia = —1, la recta esta continguda al pla.

» Sia# —1,larectaiel pla son paral-lels.
(b) Per trobar la distancia entre una recta i un pla paral-lels, n’hi ha prou en calcular la distancia d’un

punt qualsevol de la recta al pla. Aixi,

2-1+4(-2)—5-3-5 20
V22 +12 + (-5)? V30

d(r,m) =d(P,m) =

1/a
6.- Sigui f(a) = / (a® 4+ z%)dx per a > 0.
0

1
(a) Comproveu que f(a) = 33 +a.

(b) Calculeu el valor del parametre a perqué la funcié f(a) tingui un minim relatiu.

[1 punt per cada apartat]

Solucid
R 1+ L
o - 303 ‘T 343

2 ?
a“r + —

/a
(a) f(a) :/01 (0> + 2?)do = g

(b) Perque la funcio f(a) tingui un minim, és necessari que f’(a) = 0. Aix
/ 1 4
flla)=1-—=0=dad=1=a==l.
a

La condicio a > 0 fa que ens quedem solament amb a = 1.

La derivada segona de la funci6 és f”(a) = 4/a’. Llavors, f”(1) > 0, la qual cosa indica que per a
a =1 hi ha un minim.
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Matematiques
Série 3

Responeu a CINC de les sis qilestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’as de calculadores o altres aparells
que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Digueu per a quin valor del parametre m els plans
mex—y+mz=1, m:x—y+z=m1a;my+2z=3

tenen com a interseccid una recta.
[2 punts]

2. Donades la recta y=3x+ b i la parabola y = x?,
a) Calculeu l'abscissa del punt on la recta tangent a la parabola és parallela a la
recta donada.

b) Calculeu el valor del parametre b perque la recta sigui tangent a la parabola.
[1 punt per apartat]

) x+y+z=0
3. Donatsel plam:x—y+2z—5=01ilarecta r: ,
2x—y+2z=10
a) Calculeu el punt d’intersecci6 entre el pla i la recta.
b) Trobeu I’equacié continua de la recta s continguda en el pla 7, que és perpendi-
cular a la recta r1i talla la recta .
[1 punt per apartat]



Donades les matrius A =

3 2 )ig.[1 2

-1 1 1 3

a) Comproveu que es compleix la igualtat (A+ B) (A—B) =A>—B>.

b) Es certa aquesta igualtat per a qualsevol parell de matrius quadrades A i B del
mateix ordre? Responeu raonadament utilitzant les propietats generals de les

operacions entre matrius, sense utilitzar matrius A i B concretes.
[1 punt per apartat]

Un triangle equilater de vertexs A, Bi C té els costats de

8 cm. Situem un punt P sobre una de les altures del trian-

gle, a una distancia x de la base corresponent.

a) Calculeu laltura del triangle de vertexs A, B1i C.

b) Indiqueu la distancia del punt P a cadascun dels vertexs
(en funci6 de x).

¢) Determineu el valor de x perque la suma dels quadrats
de les distancies del punt P a cadascun dels tres vertexs
sigui minima.

[0,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b; 1 punt per I'apartat c]

Donats els punts P=(1,0,0), Q=(0,2,0),R=(0,0,3)1S=(1,2, 3),

a) Calculeu I'equacié cartesiana (és a dir, de la forma Ax+By+Cz+D=0) del pla
que conté els punts P, QiR.

b) Comproveu si els quatre punts sén coplanaris (és a dir, si els quatre estan con-
tinguts en un mateix pla).

[1 punt per apartat]

*DESTVDIS 2]

INSTITV
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L'Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correcci6 linglistica i de I'edicié d’aquesta prova d’accés
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Matematiques
Série 1

Responeu a CINC de les sis qilestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’as de calculadores o altres aparells
que portin informaci6 emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacioé.

1. Donats els plans m;:3x+y—2z+15=0 i m:x+y+2z-103=0,
a) Comproveu que s6n perpendiculars.
b) Calculeu 'equaci6 cartesiana (és a dir, de la forma Ax+By+Cz+D=0) del pla
perpendicular a 7, i 7,, que passa pel punt P=(1, 3, 2).
[1 punt per cada apartat]

2. La grafica de la funci6 f(x)=x./9—x" és la segiient:

(a, 0)

a) Trobeu el punt de tall, (a, 0), de la funcié amb la part positiva de 'eix OX.

b) Calculeu l'area del recinte limitat per la grafica de f(x) i I'eix OX en el primer
quadrant.

[0,5 punts per I'apartat a; 1,5 punts per I'apartat b]



Sigui A una matriu quadrada d’ordre n de manera que A>= O, en que O és la matriu
nulla (la formada completament per zeros).

a) Comproveu que (A+1,)>=2A+1,.

b) Comproveu que les matrius B=1,—A i C=A+1, sén 'una inversa de l’altra.

[1 punt per cada apartat]

Un rectangle és inscrit en el triangle que té els costats en les rectes d’equacions
y=x, xty=8, y=0,

1 té un costat sobre la recta y=0. Trobeu-ne els vertexs perque la superficie sigui
maxima.
[2 punts]

y=x x+y=38

Contesteu les preguntes segiients:

a) Expliqueu raonadament si una matriu d’ordre 3 i una matriu d’ordre 2 poden
tenir el mateix determinant.

b) Considereu les matrius segiients:

11 p 1 -1 4
A=|1 1-p 2 [iB=| 0 1 p
1 2 p 0 p 4

Calculeu, si és possible, el valor del parametre p perque det A =det B.
[1 punt per cada apartat]

L . 3x+y=1 : . .
Siguin m:x—3y+2z=11 r: . Estudieu-ne la posicié relativa segons

2x—y+mz=1

el valor del parametre m.
[2 punts]

TU
ré
G

D

INSTITVT=
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SERIE 3

1.- Digueu per a quin valor del parametre m els plans

mir—y+mz=1, mir—yYy+rz=m, mg:my + 2z =3,
tenen com a interseccié una recta.
[2 punts]

Solucioé
Els tres plans es tallen en una tnica recta si i solament si el sistema
r—y+mz=1 }

rT—ytz=m
my—+2z=3

és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. Calculem el determinant de la matriu de coefi-
cients d’aquest sistema,

1 -1 m
1 -1 1|l=m?>-m.
0 m 2

Aquest determinant val zero sim =00 m = 1.

L’estudi també es pot fer escalonant la matriu,

1 -1 m | 1 1 -1 m | 1 1 -1 m | 1
1 -1 1 m|]— (0 0 1-m | m—=1]—[0 m 2 | 3
0O m 2 | 3 0 m 2 | 3 0 0 1-m | m-—1

i veient que hi pot haver problemes per a m = 0 (en aquest cas la matriu encara no esta escalonada) i
peram=1.

= Per a m = 0, ’escalonament de la matriu ampliada del sistema ens condueix a

1 -1 0 | 1 1 -1 0 | 1 1 -10 | 1
1 =11 ] o0f~|0 01 ] =1]~f0 01| -1].
0 02| 3 0o 02| 3 0o 00 | 5

El sistema és incompatible i, per tant, els tres plans no tenen cap punt en coma. La seva interseccio
no és una recta.

= Per a m = 1, ’escalonament de la matriu ampliada del sistema és
1 -1 1 | 1 1 -1 1 | 1 1 -1 1 | 1
1 -1 1 ] 1)]~(0 00 ] 0)~{|O 12 | 3].
0 1 2 | 3 0 1 2 | 3 0O 00 | O
Ara el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

En definitiva, els tres plans es tallen en una sola recta si i sol si m = 1.

2.- Donades la recta y = 3x + b i la parabola y = 22,

(a) Calculeu I’abscissa del punt on la recta tangent a la parabola és parallela a la recta
donada.
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(b) Trobeu el valor del parametre b perqué la recta sigui tangent a la parabola.

[1 punt per apartat]

Solucié

Posarem y;(x) = 3z + b i yo(z) = 22.

(a) Una condicié necessaria i suficient perqué dues rectes siguin paralleles és que els seus pendents
siguin iguals. Com que el pendent de la recta és m, = y}(z) = 3 (també es pot trobar directament com
a coeficient de la variable x, ja que es dona ’equacio explicita de la recta) i la derivada de la parabola
és y4(z) = 2z, la recta donada i la recta tangent son paralleles en el punt on 3 = 2z, és a dir, en el
punt on l'abscissa valgui z = 3/2.

(b) L anic punt on la recta i la parabola podem ser tangents és el punt d’abscissa © = 3/2. Ho seran
siisol si y1(3/2) = y2(3/2), que succeeix quan b = —9/4.

z+y+z=0

3.- Donants el pla m:x —y+ 2z — 5 =0 i la recta T:{2:L‘—y—|—z: 10
(a) Calculeu el punt d’interseccié entre el pla i la recta.

(b) Trobeu I’equacié continua de la recta s continguda al pla w, que és perpendicular a la
recta r i talla a la recta r.

[1 punt per apartat]

Solucio

(a) La forma que sembla més senzilla per a la resolucié d’aquest apartat és construir un sistema de
tres equacions amb tres incognites i resoldre’l. El sistema és

r—y+2z—5=0
z+y+z=0 ,
20 —y+2z=10
que té per soluci6 el punt P = (4,—-3,—1).
Hi ha altres formes de resolucio, tal com trobar les equacions paramétriques de la recta i substituir-les

al pla.

(b) El vector director de la recta s ha de ser perpendicular al director de r i al caracteristic de 7.
Comencem per calcular el vector director de la recta r,

i gk
ve=11 1 1|=(2,1,-3).
2 -1 1

Una forma de trobar el director de s és efectuar el producte vectorial dels dos vectors, v, = (1, —1,2)

v,
7 7 k
vg=|1 -1 2|=(1,7,3).
2 1 -3

Com que la recta s (que ha d’estar continguda a 7) ha de tallar a la recta r, el punt de tall és el mateix
que el de tall entre r i 7. Per tant, ’equacié continua de la recta s és
r—4 y+3 =z+1
T 7 3
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-1 1 1 3
(a) Comproveu que es compleix la igualtat (A + B)(A — B) = A2 — B2.

4.- Donades les matrius A = < 3 2) iB= (1 _2>

(b) Es certa aquesta igualtat per a qualsevol parell de matrius quadrades A i B del mateix
ordre? Responeu raonadament utilitzant les propietats generals de les operacions entre
matrius, sense utilitzar matrius A i B concretes.

[1 punt per apartat]

Solucio

(a) Fem els calculs que ens demanen,

<A+B)<A—B>=<§ Z)(j —3>:<—§ —12>;
AQ—BQZ(z f)—(_}; _§>:<§ 12)

Efectivament, son iguals.

Aquest apartat es pot fer també comprovant que les matrius donades compleixen que AB = BA,
3 2 1 -2 5 0
=110 3)=03)
1 -2 3 2 5 0
Ba=(y ) 1)=(03)

Llavors,

(A+ B)(A—B)=A> - AB+BA—-B>=A> - BA+ BA—B?>=A? - B2,

b) La igualtat proposada no és certa sempre, ja que
( g prop pre, ja q
(A+B)(A—B)=AA—- AB+ BA— BB = A> - AB+ BA — B?,

i la matriu —AB + BA no és, en general, la matriu nulla, perqué el producte de matrius no és com-
mutatiu.

5.- Un triangle equilater de vértexs A, B i C té els costats de 8 cm. Situem un punt P
sobre una de les altures del triangle a una distancia x de la base corresponent.

(a) Calculeu I’altura del triangle de vértexs A, B i C.
(b) Indiqueu la distancia del punt P a cada un dels vértexs (en funcié de ).

(c) Determineu el valor de x perqué la suma dels quadrats de les distancies del punt P a
cadascun dels tres vértexs sigui minima.

[0,5 punts per lapartat a; 0,5 punts per Papartat b; 1 punt per 'apartat |

Solucio

(a) Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle resultant d’agafar la meitat del triangle

equilater, tindrem que
h =82 —42=4V3.
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També podem treballar amb trigonometria,

sin60":% — h:85in600:8-\f’:4\/§.

(b) Les distancies demanades son

d(P,A)=d(P,C) = V42 + 22 =16 +22; dP,B)=h—z=4V3—=z.

(¢) La funci6 que es vol fer minima és f(x) = (d(P, A))* + (d(P, B))* + (d(P,C))?, és a dir,
f(x) = 2(16 + 2%) + (4V3 — 2)* = 322 — 832 + 80.
Per tal de trobar el minim d’aquesta funcié, cal igualar la seva deriva a zero. Com que f’(z) = 62 —8/3,
8v3  4V3
6 3
Per ser f”(x) =6 > 0, podem assegurar que es tracta realment d’'un minim, tal com es volia.

I'equaci6 f'(x) = 0 proporciona x =

6.- Donats els punts P = (1,0,0), Q = (0,2,0), R =(0,0,3) i S=(1,2,3),

(a) Calculeu I’equacié6 cartesiana (és a dir, de la forma Ax + By + Cz+ D = 0) del pla que
conté els punts P, Q i R.

(b) Comproveu si els quatre punts sén coplanaris (és a dir, si els quatre estan continguts
en un mateix pla).

[1 punt per apartat]
Solucio
(a) Hi ha diferents formes de trobar I’equaci6 del pla que conté els punts P, QQ i R. Aqui se’n presenten

tres.

= Buscant els vectors f@ i PR. Aquests vectors son generadors del pla. El seu producte vectorial
és un vector caracteristic o normal del pla buscat,

i j ok
POxPR=|-1 2 0|=(6,3,2).
10 3

Amb aixo, el pla és de la forma 6x + 3y + 2z + D = 0. Imposant que passi per P (o per @) o per
R) s’obté que D = —6. En definitiva, m:6x + 3y + 22 — 6 =0.

= Plantejant 'equacié Ax + By + Cz+ D = 0 i imposant que la compleixin els tres punts, s’arriba
a un sistema d’equacions lineal,

A+D=0
2B+D =0, ,
3C+D=0
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que ens portaa A= —-D, B=—-D/21iC =—-D/3.Sifem D= —6, ens queda A =6, B=31
C = 2. L’equaci6 buscada és 6z + 3y +22—6=0.

» Agafant els vectors ]@ =(-1,2,0) 1 PR = (—1,0,3) com a generadors del pla (es poden agafar
qualssevol altres vectors formats pels punts P, @), R, sempre que no es considerin un vector i el
seu oposat). Llavors, ’equacio del pla és

r—1 y—0 2-0
-1 2 0
-1 0 3

=0 < 6(x—1)+22+3y=0.

La matriu de la qual es calcula el determinant pot ser, evidentment, la transposada de la que
s’ha utilitzat aqui; igualment, el punt que es resta a (z,y, z) pot ser qualsevol dels tres donats.

(b) Els quatre punts son coplanaris si el punt S pertany al pla que acabem de trobar. Per tant, cal que
el punt (1,2, 3) compleixi 'equaci6 del pla. Perd, com que

6-1+3-24+2-3-6#0,

podem assegurar que els quatre punts no sén coplanaris.

Aquest apartat també es pot fer, per exemple, calculant el volum del tetraedre amb vértexs als quatre
punts. Si déna zero, sén coplanaris; si no déna zero, no ho séon

-1 2 0
1 1

V = —|det(PQ, PR, PS)| = —||-1 0 3||=2#0.
6 671 0 23

No s6n coplanaris
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SERIE 1
1.- Donats els plans m1:3x +y —2z+15=0im:z+y+ 2z — 103 =0,
(a) Comproveu que séon perpendiculars.

(b) Calculeu I’equacié cartesiana (és a dir, de la forma Az + By + Cz+ D =0) del pla que
és perpendicular a m i w2, passant pel punt P = (1,3,2).

[1 punt per cada apartat]

Solucioé

(a) Dos plans son perpendiculars si ho son els seus vectors normals. Aquests vectors normals son,
respectivament, v; = (3,1,—2) i vo = (1,1,2). Com que

v1-ve=(3,1,-2)-(1,1,2) =3+1—-4=0,

els plans s6n perpendiculars.

(b) Podem trobar el vector normal al pla buscat fent el producte vectorial dels vectors normals dels
plans 7 i mo.

i ik
v3=1{3 1 —2|=4i—8j+2k=(4,-8,2).
11 2

L’equaci6 del pla 7 amb vector normal v, = (A, B, C), passant pel punt P = (xq, Yo, 20) és
A(z —20) + By —y0) + C(z — 29) = 0.
En el nostre cas, ens queda
4(x—1)—8(y—3)+2(z—2)=0, ¢ésadir, 4 —8y+22+16=10

o, simplificat, 2x — 4y + 2+ 8 = 0.

2.- La grafica de la funcié f(z) = 2v9 — 22 és la segiient:

(a,0)

(a) Trobeu el punt de tall, (a,0), de la funcié amb la part positiva de I'eix OX .
(b) Calculeu I’area limitada per la grafica de f(x) i ’eix OX en el primer quadrant.
[0,5 punts per Papartat a; 1,5 punts per 'apartat b]

(a) El parametre a és P'abscissa del punt de tall de la corba amb l'eix OX. Es a dir, és una de les
solucions de I'equaci6 zv9 — 22 = 0, que son = 0, x = £3. Com que ha de ser a > 0, és evident que
a=3.

(b) Per aquest segon apartat, descriurem dues solucions.
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Solucio 1

3
Com que la funcié és positiva a 'interval [0, 3], 'area buscada és A = / f(z)dz. Busquem una
0

primitiva per a la funci6 f(z), amb el canvi t = 9 — 22, la qual cosa fa que dt = —2zx dz.
1 1
/f@)dl" = /a:\/9—x2dx = —5/\/9—$2(—2x)dm: —E/ﬂdt
+3/2 (9 — x2)3/2
Llavors,
(9 —a?) 9 27
A=|-—7"—| =0+ —F=—-=9.
[ 3 . T3 T3

Evidentment, també es pot realitzar el calcul sense desfer el canvi al final, sempre que es posin els
limits d’integracié que corresponen (per z = 0, queda t = 9; per x =9, és t = 0):

3 1 /0 3/27° 3/2 9
A:/f(év)dm:—g/ ﬂdt:[—t] :_()_|_97:77:9‘
0 9

3 1, 3 3
Soluci6 2
a+1
Podem utilitzar la formula d’integracié immediata / u® du = R Llavors,
a
3
3 I 1/2 1[(9—a2)¥?
A= der=—— 9 — 22 —2r)dr = —— |———| =09.
| t@de= -5 [F0-a)"(20)de 2[3/2 0

3 3
NoTA: No es pot donar per bo coses per l'estil de / V9 — 2?2 dr = 1/2/ Vit dt.
0 0

3.- Sigui A una matriu quadrada d’ordre n de manera que A?> = O, essent O la matriu
nul-la (la formada completament per zeros).

(a) Comproveu que (A+I,)?> =2A+1,.
(b) Comproveu que les matrius B=1, — A i C = A+ I,, sén 'una inversa de l’altra.

[1 punt per cada apartat]
Solucioé
(a) Tenim que
(A+L) =A+L)A+L)=A+ A+ A+ 1, =0+2A+ 1, =2A+1,.

S’ha utilitzat la propietat distributiva del producte de matrius.

(b) Per comprovar que B i C' son 'una inversa de l'altra, efectuarem els dos productes possibles entre
elles. Ambdoés productes han de donar la identitat.

BC=(I,-A)A+IL)=L,A+1,0,—AA—-Al, =A+1,-A>-A=1,-0=1,,
CB=(A+IL)I,—A)=Al, - AA+ I, I, - T[,LA=A—-A*+1,-A=-0+1,=1,,
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tal com voliem.
NOTES:

e De qué A% = O, no se’'n pot deduir que la matriu A és la matriu nulla. Considerar A = O és un error
molt greu.

e Si s'utilitza la formula (A + I,)*> = A% 4+ 2AI, + I2 (que és incorrecta el general), cal justificar que
les matrius A i I,, “commuten” entre elles.

e En lapartat (b) n’hi ha prou en comprovar una de les dues igualtats, ja que es pot demostrar que
llavors 'altra també és certa.

4.- Un rectangle esta inscrit en el triangle que té els costats en les rectes d’equacions
y=3r, z+y=6, y=0,

i té un costat sobre la recta y = 0. Trobeu-ne els vértexs perqué la superficie sigui maxima.

= x+y=8

[2 punts]

Soluci6 1

Siguin Vi = (a,0) i Vo = (b,0) els vértexs del rectangle que es troben a 'eix OX (la recta y = 0), amb
a < b. Llavors, el vértex que es troba a la recta y = z, és de la forma Vj = (a, a) ; Paltre vértex, el que
es troba a la recta z + y = 8, és de la forma V3 = (b,8 — b) . Com que els vértexs V3 i Vj han d’estar a
la mateixa altura, cal que a =8 —b.

y=x
i x+y=8

=

La longitud de la base del rectangle és b — a i la seva altura és a = 8 — b. En conseqiiéncia la seva
superficie és
S=(b—-a)-a=(b-—8+b) (8 —b) = —2b>+24b — 64.

Per trobar el maxim, derivem la funcié superficie i igualem la derivada a zero.

S'(b)=24—4b; 24—4b=0=b=6=0a=2.

Podem comprovar que el valor b = 6 correspon a un maxim utilitzant la segona derivada (S”(b)
—24 < 0), o bé argumentant que la funcié superficie té per grafica una parabola amb coeficient de
negatiu. També es pot fer comprovant el signe de la funcié derivada abans (surt positiu) i després (és
negatiu) del punt b = 6.

[\
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Els quatre vértex son Vi = (2,0), Va2 = (6,0), V3 = (6,2), Vi = (2,2).
Soluci6 2

Sigui y = k la recta on esta el costat del rectangle parallel al que es troba a 'eix OX.

Y=Y N x+y=8
y=k

N

Els vertexs sobre la recta y = k sén (k, k) 1 (8 — k, k). Les seves projeccions ortogonals sobre l'eix OX,
que son els altres dos vertexs, donen (k,0) i (8 — k,0). La base del rectangle és (8 — k) —k =8 —2k i
la seva altura és, evidentment, k. Llavors, la funcié que ens déna ’area del rectangle és

f(k) = (8 — 2k)k = 8k — 2k*.

La seva derivada és f'(k) = 8 — 4k. Quan la igualem a zero, s’obté k = 2. Els quatre vertexs son els
trobats a la soluci6é 1. La comprovacié de qué es tracta realment d’'un maxim es realitza de la mateixa
forma que en la solucié anterior.

5.- Contesteu les preguntes segiients:

(a) Expliqueu raonadament si una matriu d’ordre 3 i una matriu d’ordre 2 poden tenir el
mateix determinant.

(b) Considereu les matrius segiients:

1 1 P 1 -1 4
A=11 1—-p 2 i B=|10 1 »p].
1 2 p 0 p 4

Calculeu, si és possible, el valor del parametre p perqué det A = det B..

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) El determinant de qualsevol matriu quadrada és un ntimero (un escalar) i no depén en absolut de
Iordre de la matriu. Aixi el determinant d’una matriu d’ordre 3 i el d’una d’ordre dos poden ser iguals.

Per exemple, det(l3) =11 det(lz) =1.

(b) Tenim que det A = p — 2 i det B = 4 — p?. Aquests determinants sén iguals si p — 2 = 4 — p?,
equacié que té com a solucions p = —-3ip=2.

r+y=1

6.- Siguin m:x —3y+2z=11ir: {2x—y+m2:1

. Estudieu-ne la posicié relativa segons el
valor del parametre m .

[1 punt per cada apartat]
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Solucio 1

Comencem buscant un vector normal o caracteristic, v, , del pla 7 i un vector director, v, , de la recta

r.
i § k

vy =(1,-3,2); v.=|3 1 0]=(m,—3m,—5).
2 -1 m

Comprovem si aquests dos vectors son perpendiculars (condici6 perqué el pla i la recta siguin parallels
o perqué la recta estigui continguda al pla) per algun valor del parametre.

(1,-3,2) - (m,—3m,—5) =10m —-10=0=m = 1.

» Per m #£ 1, el pla i la recta es tallen.

= Quan m = 1, escollim qualsevol punt de la recta i mirem si compleix 'equacié del pla. Per
exemple, per £ = 0 obtenim que y =11 —y+2z=1;ésadir,y=11z = 2. Aquest punt és el
P =(0,1,2). Llavors, com que z —3y+2z =0—3+4 =1, el punt és del pla i, per tant, r C 7.

Solucio 2

Estudiem el caracter del sistema format per ’equacio del pla i les dues equacions de la recta. Si el
sistema és compatible determinat el pla i la recta es tallen; si és compatible indeterminat la recta esta
continguda al pla; si és incompatible, el pla i la recta sén parallels.

El sistema és

dr+y=1

{x—3y+2z:1
20 —y+mz=1

Busquem el determinant de la matriu del sistema,

1 -3 2
3 1 0|=10m — 10,
2 =1 m

i trobem el valor del parametre perqué valgui zero.
10m-10=0=m=1.

Ja podem assegurar que per a m # 1 el sistema és compatible determinat i, per tant, el pla i la recta
es tallen.

Per a m = 1, l'esglaonament de la matriu ampliada és

L3 2 |1y o1 =32 )yl =3 2 |
3 10 1]-3%|0 10 =6 | —2|->(0 5 -3 | -1
2 -1 1 | 1 0 5 -3 | -1 0 0 0] o0

Les operacions elementals realitzades han estat
(1) F2 - 3F1; F3 - 2F1.
(2) F2/2; 2F3 — F2 .

En aquest cas, el sistema és compatible indeterminat. La recta esta continguda al pla.
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Matematiques
Série 4

Responeu a CINC de les sis qilestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’as de calculadores o altres aparells
que portin informaci6 emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacioé.

1. Determineu el rang de la matriu A=
[2 punts]

en funci6 del parametre k.

Pl R
—_— R =
—_— X

2
ax

2. Sigui f(x)= ,en que a=0.

X+

a) Determineu si té alguna asimptota vertical, en funcié del parametre b.

b) Indiqueu el valor dels parametres a i b perque la funcié f(x) tingui la recta
y=2x-4 com a asimptota obliqua a+.

[1 punt per cada apartat]

3. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

X+y-3z=2
2x+ay—-5z=2a+3
2x-3y+(a-2)z=9
a) Calculeu el valor o els valors del parametre a per al qual o per als quals el siste-
ma és compatible indeterminat.

b) Quantes solucions té aquest sistema quan a=-3?
[1,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b]



4. Una fabrica produeix diariament x tones d’un producte A i (40—5x)/(10—x) tones

d’un producte B. La quantitat maxima de producte A que es pot produir és 8 tones.

El preu de venda del producte A és 100€ per tona i el del producte B és 250€ per

tona.

a) Construiu la funcié de la variable x que ens proporciona els ingressos diaris,
suposant que es ven tota la produccié.

b) Calculeu quantes tones de cada producte shan de produir diariament per a
obtenir el maxim d’ingressos, i comproveu que és realment un maxim relatiu.

[0,5 punts per I'apartat a; 1,5 punts per I'apartat b]

5. Considereu les rectes de I'espai segtients:

x+1 z—-1 x-4 y-1 z-2
ri———--s=y- 1= > Se = =
2 -1 3 -1 2
a) Comproveu que son secants.
b) Calculeuequacié continua de la recta que les talla i que és perpendicular a totes
dues.

[1 punt per cada apartat]

6. Donades la recta y=ax+ 1 ila parabola y=3x—x2,
a) Calculeu els valors del parametre a perque siguin tangents.
b) Calculeu els punts de tangencia.
[1,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b]

*DESTVDIS 2]

INSTITV

*MCMVII =

L'Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correcci6 linglistica i de I'edicié d’aquesta prova d’accés
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SERIE 4
1 1 k

1.- Determineu el rang de la matriu A = (1 k 1) en funcié del valor del parametre k.
k1 1

[2 punts]

Solucioé

En ser la matriu quadrada, comencarem calculant el seu determinant.

11 k| (k2 k42 k+2] [k+2 0 0
detA=1[1 %k 11¥] 1 k 1 121 k-1 0
k11 k 1 1 Eoo1—k 1—k

= (k+2)(k—1)(1—k)=—(k+2)(k—1)%

En (1) s’ha fer F1 + F5 + F3, ja que aixi s’aconsegueix que tots els elements de la primera fila siguin
iguals. En (2) s’ha fet 02 — 01 i 03 — Cl .

Si det A # 0, el rang de la matriu A és 3; en cas contrari, és menor que 3. Resolem, doncs, 1'equacid
det A = 0.
—(k+2)(k-1)?=0 <= k=-2 0 k=1.

Es pot arribar a la mateixa conclusié escalonant la matriu,

1 1 k 1 1 k 1 1 k
(1 k 1)%(0 E—1 1]4:)—)(0 E—1 1—k )
E 1 1 0 1—k 1—k2 0 0 2—k— k2

iresolent 2 —k—k?>=0.
Per tant,
m Sik#—-2ik#1, tenim que rang A = 3.

= Si k= —2, la matriu A és

1 1 -2 1 1 -2 1 1 -2
A= 1 -2 1] —10 =3 3] —10 -3 3.
-2 1 1 0 3 -3 0 0 0

En aquest cas, rang A = 2.

s Finalment, per k = 1, la matriu A és

que té, evidentment, rang 1.

CLLL‘2

x+0b
(a) Determineu si té alguna asimptota vertical, en funcié del parametre b.

2.- Sigui f(z) = ,enquéa#0.

(b) Indiqueu el valor dels parametres a i b perqué la funcié f(x) tingui la recta y = 2x — 4
com a asimptota obliqua a +oco.

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) La funci6, per ser racional, pot tenir una asimptota vertical en el valor de la variable x que anulli
el denominador, x = —b. Llavors,
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2 2
ax ab
= Sib#£0, lim = — = oo (el signe d’aquest “limit” depén de si es realitza per la dreta o
z——bx +b 0
per l'esquerra, perd no ens interessa). En aquest cas, la recta x = —b és una asimptota vertical.
. L oax® o ar® L ) .
s Sib=0, lim = lim — = lim az = 0. Llavors, la funci6é no té cap asimptota vertical.
z—=—bT+b 220 x z—0

(b) Solucio 1

Una asimptota obliqua al 400 és de la forma y = mxz + n amb

oy @)
En el nostre cas,
az?
2
em= lim 2F0 — g
T—+00 T z—+oo 2 + bx
, ax? , —abx
= n= lim —ax | = lim = —ab.
z—+oo \ x4+ b z—+oo x + b
Si 'asimptota obliqua a +oo ha de ser y = 2 — 3, cal que a = 2 i —ab = —4. Per tant, la resposta és
a=21b=2.
Solucié 2

Com que la funcié donada és racional, podem efectuar el seu quocient, obtenint que

ax? ab?
=ax —ab+ ,
x+b r+b
d’on 'asimptota obliqua és y = ax — ab. Llavors, a = 2 i —ab = —4 i es segueix igual que abans.

3.- Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

r+y—3z2=2
20+ ay — 5z =2a+ 3
20 —3y+(a—2)z=9

(a) Calculeu el valor o els valors del parametre a per al qual o per als quals el sistema és
compatible indeterminat.

(b) Quantes solucions té el sistema quan a = —37

[1,5 punts per lapartat a; 0,5 punts per apartat b]

Solucioé

(a) Calculem el determinant de la matriu del sistema,

1 1 -3
2 a 5 |=a>+2a—3.
2 -3 a—2

Aquest determinant val zero quan a =1 0 a = —3.
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Evidentment, aquest apartat es pot resoldre també aplicant el métode de Gauss a la matriu ampliada

del sistema,
1 1 -3 | 2 1 1 -3 | 2
(2 a -5 | 2a+3)—>(0 a—2 1 | 2a1) .
2 -3 a—-2 | 9 0 -5 a+4 | 5

A partir d’aqui I'escalonament es torna bastant complicat; llavors, podem analitzar si les dues tltimes
files de la matriu del sistema (no ampliada) son proporcionals (per tal que rang A # 3),
a—2 1

5 —a+4 <~ (Q*Q)(a+4):75 <~ a2+2a7320 < a=1o0 a=-3,

tal com surt per l'altre métode.

e Per a = 1, I'escalonament de la matriu ampliada del sistema ens dona

1 1 -3 | 2 1 1 -3 | 2 1 1 -3 | 2
2 1 -5 | 5|—(0 -1 1] 1|—(0 -1 1] 1].
2 -3 -1 | 9 0 -5 5 | 5 0 0 0] 0

El sistema és compatible indeterminat.

e Quan a = —3, queda la matriu ampliada

1 1 -3 | 2
2 -3 -5 | -3,
2 -3 =5 | 9

que ens assegura que el sistema és incompatible, a la vista de les dues darreres files. Aixi, el sistema és
compatible indeterminat si i sol si a = 1.

(b) D’acord amb ’apartat anterior, per a = —3 el sistema és incompatible i, per tant, no té cap solucio.

4.- Una fabrica produeix diariament = tones d’un producte A i (40—5z)/(10—z) tones d’un
producte B. La quantitat maxima de producte A que es pot produir és 8 tones. El preu
de venda del producte A és 100€ per tona i el del producte B és 250€ per tona.

(a) Construiu la funcié de la variable x que ens proporciona els ingressos diaris, suposant
que es ven tota la produccid.

(b) Calculeu quantes tones de cada producte s’han de produir didriament per a obtenir el
maxim d’ingressos, i comproveu que és realment un maxim relatiu.

[0,5 punts per lapartat a; 1,5 punts per Uapartat b|
Solucioé
(a) D’acord amb 'enunciat, la funci6é que ens déna els guanys diaris és

40 — bz

= 100z + 250 .
/(@) v 10—z

(b) Per tal de localitzar el maxim benefici cal derivar la funcié anterior i igualar la derivada a zero.

40 — 5z
10 — x

, 10022 — 2000 + 7500
— [ = (10— z)2

F(z) = 100z + 250

Llavors,

f'(z) = 0 = 10022 — 2000z + 7500 =0 = 2> =202+ 75 =0=2 =5, z = 15.
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2 2
ax ab
= Sib#£0, lim = — = oo (el signe d’aquest “limit” depén de si es realitza per la dreta o
z——bx +b 0
per l'esquerra, perd no ens interessa). En aquest cas, la recta x = —b és una asimptota vertical.
. L oax® o ar® L ) .
s Sib=0, lim = lim — = lim az = 0. Llavors, la funci6é no té cap asimptota vertical.
z—=—bT+b 220 x z—0

(b) Solucio 1

Una asimptota obliqua al 400 és de la forma y = mxz + n amb

oy @)
En el nostre cas,
az?
2
em= lim 2F0 — g
T—+00 T z—+oo 2 + bx
, ax? , —abx
= n= lim —ax | = lim = —ab.
z—+oo \ x4+ b z—+oo x + b
Si 'asimptota obliqua a +oo ha de ser y = 2 — 3, cal que a = 2 i —ab = —4. Per tant, la resposta és
a=21b=2.
Solucié 2

Com que la funcié donada és racional, podem efectuar el seu quocient, obtenint que

ax? ab?
=ax —ab+ ,
x+b r+b
d’on 'asimptota obliqua és y = ax — ab. Llavors, a = 2 i —ab = —4 i es segueix igual que abans.

3.- Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

r+y—3z2=2
20+ ay — 5z =2a+ 3
20 —3y+(a—2)z=9

(a) Calculeu el valor o els valors del parametre a per al qual o per als quals el sistema és
compatible indeterminat.

(b) Quantes solucions té el sistema quan a = —37

[1,5 punts per lapartat a; 0,5 punts per apartat b]

Solucioé

(a) Calculem el determinant de la matriu del sistema,

1 1 -3
2 a 5 |=a>+2a—3.
2 -3 a—2

Aquest determinant val zero quan a =1 0 a = —3.
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La soluci6é d’aquest sistema és ¢ = 1, y = 2, z = 0. Atenci6: és molt important que es vegi clar que
aquesta és la soluci6 de tot el sistema. Es a dir, agafant tres de les equacions n’hi ha prou per trobar
la solucid, perd cal comprovar que també es verifica l'altra equacio.

Solucié 2b. Una vegada construit el sistema, es pot comprovar si és o no compatible (determinat)
calculant el rang de la matriu de coeficients i el de 'ampliada. Aixo exigeix treballar amb una matriu
d’ordre 4, que no entra en els requisits de les proves, perd que es pot utilitzar.

Solucié 3. Construim la matriu A = (v, vs, ]@), essent v, el vector director de la recta r, vs el de s,
P un punt de la recta r i () un punt de la recta s. Per exemple,

2 1 -1
A=13 -1 2
) 0 1

Les rectes es tallen si i sol si rang A < 3 (ja que no son ni paralleles ni coincidents per tenir els seus
vectors directors no proporcionals). Calculem, doncs, el determinant de la matriu A,

2 1 -1
detA=|3 -1 21=0.
5 0 1

Les rectes es tallen.

(b) Com que les rectes es tallen, la recta perpendicular que les talla passa pel seu punt de tall, que és
Pr=(—=14+2X\1+X1-X)=(1,2,0). Sil'apartat (a) s’ha fet de la segona o tercera forma, ara fara
falta calcular aquest punt d’interseccio.

El vector director de la recta buscada és

i J k
v=uvxvs=1(2 1 —1|=(1,-7,-5).
3 -1 2

L’equaci6é continua de la recta buscada és

6.- Donades la recta y = ax + 1 i la parabola y = 3z — 2,

(a) Calculeu els valors del parametre a perqué siguin tangents.
(b) Calculeu els punts de tangéncia.

[1,5 punts per Papartat a; 0,5 punts per 'apartat b]

Solucio

(a) Posem y; = ax +11iyg = 3w — 2.
Solucié 1

Perqué siguin tangents en un punt d’abscissa , cal que y1(z) = y2(2) i ¥} (z) = y4(x) . Es a dir,

ar + 1 =3z — 2?; a=3—2x.

Substituint el valor de a, donat a la segona equaci6, dins la primera equacié, ens queda que xr = +1.
Perz=1elvalordeaésa=1iperxz=—1ensquedaa=>5.
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Solucio2

Es pot imposar que la recta i la parabola es “tallin” en un sol punt doble. Perqué aixo sigui aixi,
I'equacié az + 1 = 3z — 22 ha de tenir una sola solucioé; és a dir, el seu discriminant ha de ser nul.
L'equaci6 és #2 + (a — 3)z + 1 =0 i el discriminant A = (a —3)2 —4-1-1. Llavors,

(a—3)2—-4=0 <= a*-6a+5=0 < a=1o0 a=5.

(b) D’acord amb els valors de la variable = trobats a 'apartat anterior (solucio 1) o els que es podem
trobar donant a a els valors 11 5 (soluci6 2), tenim

» Per aa=1 (corresponent a x = 1), el punt de tangéncia és P, = (1,2).

» Quan a =5 (que correspon a = —1), el punt de tangéncia és P, = (—1,—4).
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Matematiques
Serie 4

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara s de calculadores o altres aparells que
portin informaciéo emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Sabem que el vector (2, 1, -1) és una solucié del sistema
ax+by+cz=a+c
bx-y+bz=a-b-c
cx-by+2z=0b

Calculeu el valor dels parametres a, b i c.
[2 punts]

2. Lacorbay=x*ilarectay=k,amb k > 0, determinen una regié plana.
a) Calculeu el valor de I'area d’aquesta regi6 en funcié del parametre k.
b) Trobeu el valor de k perqué I’area limitada sigui v/6 u?.
[1,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b]

11 1

V2 3 e

1 2

3. Sioui A=| 0 — -
&4 3 Je

1 1
N RN
a) Que significa que la matriu B sigui la matriu inversa de A?
b) Trobeu el valor del parametre p perque la matriu inversa de A i la matriu transpo-
sada de A coincideixin.
Nora: No aproximeu les arrels mitjangant valors amb decimals; treballeu amb els
radicals.
[0,5 punts per I'apartat a; 1,5 punts per I'apartat b]




4. Es vol construir un canal que tingui com a secci6 un trapezi isos-
celes de manera que 'amplaria superior del canal sigui el doble de
I'amplaria inferior i que els costats no parallels siguin de 8 metres.
A la dreta teniu un esquema de la secci6 del canal.

a) Trobeu el valor del segment L de la grafica en funcié de la vari-
able x (amplaria inferior del canal).

b) Sabem que 'area d’un trapezi és igual a l'altura multiplicada per
la semisuma de les bases. Comproveu que, en aquest cas, 'area
de la seccid és donada per

¢) Calculeu el valor de x perqueé 'area de la secci6 del canal sigui maxima (no cal que
comproveu que és realment un maxim).
[0,5 punts per I'apartat a; 0,5 punts per I'apartat b; 1 punt per I'apartat c]

5. Donats els punts P=(1, 0, -1) i Q=(-1, 2, 3), trobeu un punt R de la recta
r.x+3_y+4_z—3

que compleixi que el triangle de vertexs P, Qi R és isosceles, en que

2 3 -1
PR i QR son els costats iguals del triangle.
[2 punts]
6. La funcid f(x) és derivable i passa per 'origen de coor- y=f(x)
denades. La grafica de la funcié derivada és la que veieu {
aqui dibuixada, essent f'(x) creixent als intervals (—eo, -3] i \
[2, + o). - .
a) Trobeu 'equacié de la recta tangent a la grafica de la
funcio f(x) en el punt d’abscissa x = 0.

b) Indiqueu les abscisses dels extrems relatius de la funcié
f(x) i classifiqueu aquests extrems.
[1 punt per cada apartat]

FT)?STVD]S,:\

I

M CMVH;]

L’Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correccié linglistica i de I'edici6 d’aquesta prova d’accés
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Matematiques
Serie 3

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que voleu

fer i per que.
Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara s de calculadores o altres aparells que

portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Sigui m 3x -2y + z=10.

a) Trobeu l'equacié continua de la recta r perpendicular a 7 que passa pel punt

P=(-1,3,2).

b) Trobeu també I'equacié cartesiana (és a dir, de la forma Ax+ By + Cz+ D =0) del

pla 7, parallel a 7 que passa pel mateix punt P.
[1 punt per cada apartat]

a-1 1

2. Considereu la matriu A= . Sigui I la matriu identitat d’ordre 2.

1 a+1

a) Trobeu el valor del parametre a perque es compleixi que A? — 2A = I.
b) Calculeu la matriu inversa de la matriu A quan a = -2.
[1 punt per cada apartat]

3. Donada la funcié f(x)=./x-1 ila recta horitzontal y = k, amb k > 0,

a) Feu un esbds del recinte limitat per les grafiques de la funcio i la recta, i els eixos de

coordenades.
b) Trobeu el valor de k sabent que 'area d’aquest recinte és igual a 14/3.
[0,5 per l'apartat a; 1,5 per I'apartat b]



4. Un triangle d’area 3/2 té dos dels vertexs als punts P = (0, 0, 0) i Q = (2, 0, 1). El tercer
vertex, R, és un punt de la recta

xX+y+z=0
r:
y=1
i té la primera coordenada no nul-la. Calculeu les coordenades del vertex R.

[2 punts]

5. En una semiesfera de radi R inscrivim un con situant el
vertex al centre de la semiesfera, tal com es veu en el dibuix.

a) Sabent que el volum d’un con és igual a I'area de la
base multiplicada per I'altura i dividida per 3, compro-

veu que, en aquest cas, podem expressar el volum com v

yTh (R* - h?)
3
b) Trobeu les dimensions d’aquest con (el radi de la base
i l'altura) perque el seu volum sigui maxim i comproveu que es tracta realment d’'un
maxim.
[0,5 punts per I'apartat a; 1,5 punts per I'apartat b]

g

6. Sigui f(x) = x>+ ax® + bx + c. Sabem que la grafica d’aquesta funci6 és tangent a la recta r:
y=x+3 en el punt d’abscissa x=-1, i que en el punt d’abscissa x=1 la recta tangent és
parallela a la recta r.

Calculeu el valor dels parametres a, b i c.
[2 punts]

VT

L’Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correccié linglistica i de I'edici6 d’aquesta prova d’accés
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Matematiques
Serie 5

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I'us de calculadores o altres aparells que
portin informaciéo emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Siguin 7, el pla 2x +3y - z=41im, el plax -2y - 4z=10.
a) Comproveu que els plans 7, i 7, son perpendiculars.
b) Trobeu I'equaci6 continua de la recta parallela als plans 7, i 71, i que passa pel punt
P=(-1,3,2).
[1 punt per cada apartat]

2. La matriu de coeficients d’'un sistema d’equacions lineals homogeni és

-1 2 3
A=| 2 1-a 0

4 1 2a+2

a) Per a quins valors del parametre a el sistema té una sola soluci6? Quina és aquesta
solucio tnica?

b) Resoleu el sistema si a = 2.

[1 punt per cada apartat]

3. Donatselspunts P=(1,-1,2),Q=(2,0,1)iR= (3,2, -1),
a) Trobeu 'equacio cartesiana (és a dir, de la forma Ax+ By + Cz+ D=0) del pla que
determinen.
-5 y-1 z-5
1 -3

x
b) Trobeu un punt S pertanyent a la recta 7: , de manera que el

tetraedre de vertexs P, Q, R i S tingui un volum igual a 1/2.
[1 punt per cada apartat]



4. Perax =1, considereula funcié f(x)=+,x-1.
a) Trobeul'equaci6 de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt d’abscissa igual a 10.
b) Calculeu l'area del recinte limitat per la grafica de f(x), la recta d’equacioé x =5 il'eix OX.
[1 punt per cada apartat]

5. Considereu els punts A=(-1,2,4)i B=(3, 0, -2).
a) Trobeu 'equacié del pla format per tots els punts que equidisten de A i B.
b) Donat un punt C=(x, y, z), dividim el segment AC en tres parts iguals i obtenim els
punts A, A, BiC. Trobeu el punt C.
[1 punt per cada apartat]

6. Un triangle rectangle situat en el primer quadrant té el vertex A en l'origen de coorde-
nades, el vertex B=(x, 0) en el semieix positiu d’abscisses i el vertex C pertany a la recta
x+2y=28. L’angle recte és el que correspon al vertex B. ~

a) Comproveu que 'area del triangle es pot expressar de C

2
la manera segiient: A(x)=2x-2—

b) Trobeu els vertexs B i C perque 'area del triangle
sigui maxima i comproveu que es tracta realment 4 B
d’un maxim.

[1 punt per cada apartat]

-

L’Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correccié linglistica i de I'edici6 d’aquesta prova d’accés
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SERIE 4

1.- Sabem que el vector (2,1,—1) és solucié del sistema

axr +by+cz= a+c
br — y +bz=a—-b—c ;.
cx — by + 2z = b

Calculeu el valor dels parametres a, b i c.

[2 punts]

Solucio

Si (2,1, —1) és soluci6 del sistema, s’ha de complir que

20+b—c= a-+c
2b—-1—-b=a—-b—c,,
2c—b—2 = b

que és un sistema d’equacions on a, b i ¢ sén les variables. La seva soluci6 ésa=3,b=1, c = 2.

2.- La corba y = 2 i la recta y = k, amb k > 0, determinen una regié plana.
(a) Calculeu I’area d’aquesta regié en funcié del parametre k.

(b) Trobeu el valor de k perqué I’drea limitada sigui /6 u>.

[1 punt per cada apartat]

Solucioé

La grafica de la situacio descrita és

\

(a) Les abscisses dels punts d’intersecci6 entre la corba i la recta séon x = ++/k. Per tant, per a qualsevol
valor de k,

VE 31Vk
A:/ (k—x2)d:c:[kx—x] :M.
—Vk 3|_ e 3
kv

(b) Volem que = /6. Elevant al quadrat els dos membres d’aquesta equaci6 ens queda

16k3 3
—_— = :> k‘ = — .
9 6 2
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\)
w

3.- Sigui A= 0

(a) Qué significa que la matriu B sigui la inversa de A?

(b) Trobeu el valor del parametre p perqué la matriu inversa de A i la seva matriu trans-
posada coincideixin.

Nota: no aproximeu les arrels per valors amb decimals; treballeu amb els radicals.
[0,5 punts per lapartat a; 1,5 punts per apartat b|
Solucié

(a) La matriu B és la inversa de la matriu Asiisolsi A-B=11iB-A=1,on I éslamatriu identitat
del mateix ordre que la matriu A (i B).
(b) Solucio 1

La forma més senzilla de resoldre el problema és realitzar el producte de la matriu A per la seva
transposada i igualar el resultat a la identitat.

ey
Sl=%l-
Sl=

A-AT =

I
Sl-si- S

Sl -
NISNIE

1

1 0 - =
2
= 0 1 L=

S

o
|
—_
o~ O S‘M§‘ =
)
|

1
0
0

[y

0
0f .
— 1
Lv2 2 2
Per tant, s’ha complir que p/v/2 —1/2 = 0 i que p? +1/2 = 1. La solucié comuna a aquestes dues
) 3 1
equacions és p = — .
q p /2

Solucié 2

Evidentment, la qiiestié es pot resoldre també trobant la matriu inversa de A i igualar el resultat a la
matriu A”. Com que

—t 1 1
- % 0 -
Al = 1 _2l _M i
A I
v2 2/ | p pV/6+vV3 1

la igualacio A~! = AT dona lloc a vuit equacions. Una d’elles,

2

ens permet assegurar que p = 1/ V2. S’ha de comprovar que aquest valor fa que els altres equacions es
converteixin en identitats.
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Es clar que aquesta segona forma de resoldre la qiiestio és bastant més llarga i propensa a equivocacions.

4.- Es vol construir un canal que tingui com a seccié un trapezi isosceles de manera
que I'amplada superior del canal sigui el doble de I'amplada inferior i que els costats no
paral-lels siguin de 8 metres. Sota hi teniu un esquema de la seccié del canal.

(a) Trobeu el valor del segment assenyalat com a L en el dibuix, en funcié de la variable
x (amplada inferior del canal).

(b) Sabem que l’area d’un trapezi és igual a la seva altura multiplicada per la semisuma
de les seves bases. Comproveu que, en aquest cas, ’area de la seccié ve donada per

32256 — 22

Alz) = 1

(c) Calculeu el valor de x perqué ’area de la secci6 del canal sigui maxima (no cal que
comproveu que és realment un maxim).

[0,5 punts per apartat a; 0,5 punts per I'apartat b; 1 punt per l'apartat |
Solucio

(a) Siguin by = x 1 by = 2x les dues bases del trapezi. Es compleix que L + by + L = by. Per tant,
L=xz/2.

(b) L’altura del trapezi, d’acord amb el teorema de Pitagores, compleix que h? + L? = 82. D’aqui se’'n

dedueix que
V256 — x2
h(z) = —

Llavors, ’area és

B b1—|—bgh_ 3z V256 —2?  3xv/256 — 22
T2 T2 2 4 ’

tal com voliem.
(c) La derivada de la funci6 A(z) és
3(256 — 222)
— V256 — 22+ ———— (—22)| = ——(——.
24/256 — 2 (=22) 44/256 — 12
Llavors, A'(z) = 0 implica que z = /128 = 8/2.

També és possible treballar amb la funcié f(z) = 22(256 — 22), resultat d’haver elevat la funcié area
al quadrat i haver eliminar els factors constants.
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5.- Donats els punts P = (1,0,—1) i Q = (—1,2,3), trobeu un punt R de la recta r : HTT—'—B =
yTlel = 2:13 tal que el triangle de vértexs P, (Q, R és isosceles, essent PR i QR els costats
iguals del triangle.

[2 punts]

Solucié 1

El punt R de la recta és de la forma R = (=3 + 2\, —4 + 3\, 3 — \) (equacions paramétriques de la
recta). Volem que d(P, R) = d(Q, R).

d(P,R) = /(=3+ 22— 1)2 + (—4+3X —0)2 + (3 — A+ 1)2 = VI4NZ — 48 + 48;
dQ.R) = /(-3+ 20+ 1)2 4+ (—4+3X—2)2 + (3— A —3)2 = VIANZ — 44X + 40.

Cal que 14\% — 48\ + 48 = 142 — 44\ + 40 . La soluci6 d’aquesta equacio és A = 2. El punt buscat és
R=(1,2,1).

Solucio 2

Busquem l’equaci6 del pla que passa pel punt mig del segment PQ amb vector caracteristic Pﬁ; tots
els punts d’aquest pla equidisten de P i Q. Després es busca la interseccié entre aquest pla i la recta r.

P+Q
2

Vector caracteristic: F@ =Q—P=(-2,2,4).
Equaci6 del pla: —2(x —0) +2(y—1)+4(z—1)=0=2+y+22+3=0.

Punt mig: M = =(0,1,1).

Substituint 'expressié general dels punts de la recta r, R = (=3 4+ 2\, —4 4+ 3\, 3 — \) en 'equaci6 del
pla, obtenim que A = 2, igual que en 'apartat anterior.

També es pot acabar aquest segon procediment resolent el sistema d’equacions lineals format per dues
equacions obtingudes de la recta r i I’equacié del pla que hem trobat.

6.- La funcié f(x) és derivable i passa per l’origen de coordenades. La grafica de la seva
funcié derivada és la que veieu aqui dibuixada, essent f'(x) creixent als intervals (—oo, —3|
i[2,400).

y=r'

1
_ \ 2
1\/‘

(a) Trobeu I’equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f(r) en el punt d’abscissa
z=0.
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(b) Indiqueu les abscisses dels extrems relatius de la funcié f(z), classificant aquests ex-
trems.

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) L’equaci6 de la recta tangent a la grafica de y = f(z) en el punt d’abscissa a és y = f(a)+ f'(a)(x—
a). De 'enunciat, sabem que f(0) = 0 (“passa per 'origen de coordenades”) i de la grafica en deduim
que f'(0) = 1. Llavors, I'equaci6 de la recta buscada és y = 0+ 1(x — 0); és a dir, y = =.

(b) Com que la funcio6 f(x) és derivable, els punts candidats a ser els seus extrems relatius tindran

la derivada igual a zero. D’acord amb el grafic, les abscisses d’aquests punts sén z1 = —3, 29 = 11
T3 =2.
e En 1 = —3 hi tenim un minim, ja que en ell la funci6é derivada passa de ser negativa a ser positiva

(és a dir, la funcio f(z) passa de ser decreixent a ser creixent).

e En x5 = 1 hi ha un maxim. En efecte, la derivada passa de ser positiva (funcié creixent) a ser negativa
(funci6 decreixent).

e En z3 = 2 torna a haver un minim, per la mateixa raé que en x.
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SERIE 3

1.- Sigui 7:3x —2y+2=10.

(a) Trobeu l’equacié continua de la recta r perpendicular a m que passa pel punt P =
(—1,3,2).

(b) Trobeu també I’equacié6 cartesiana (és a dir, de la forma Az + By+ Cz+ D =0) del pla
w1 parallel a m que passa pel mateix punt P.

[1 punt per cada apartat]

Solucié
(a) Podem agafar com a vector director de la recta el vector caracteristic del pla. Amb aixo,

r+1 y—3 z-2
T = = .
3 -2 1

(b) Els plans parallels a 7 tenen per equaci6 3x — 2y + z + D = 0. Com que ha de passar pel punt P,
cal que
3(-1)—2-3+24+D=0.

D’aqui, D = 7. L’equaci6 cartesiana del pla 7 és 3z — 2y +2+7=0.
També es pot utilitzar la formula A(x — zo) + B(y — yo) + C(z — z0) = 0; és a dir,
3x+1)—2(y—3)+(2—2)=0.

1

at J. Sigui I la matriu identitat d’ordre 2.

2.- Considereu la matriu A = [a 1 1

(a) Trobeu el valor del parametre a perqué es compleixi que A? —2A = 1I,.
(b) Calculeu la matriu inversa de la matriu A quan a = —2.

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) Tenim que

2 Cfa-1 1 a—1 1 a—1 1 1 [d®>—4a+4 2a-2
A_2A_{1 a—i—l][l a+1] 73 1 a+1]T| 2a-2 a?

Perqué A2 —2A =T cal que a®> —4a+4=1,2a—2=0, a®> = 1. De la segona equaci6 en deduim que
a = 1. Aixo0 si: cal comprovar que aquest valor també és solucié de les altres dues equacions.

b) Comprovem primer si la matriu A = -3 ! és invertible, calculant el seu determinant.
1 -1
-3 1
det A = 1 -1 =(=3)(-1)—1-1=2+#0.

Com que el determinant és no nul, la matriu és invertible.
Per a calcular la inversa, podem utilitzar diferents métodes:

e Métode dels adjunts,

A1 =—-1; Ajp=—-1; Ay =—-1; Ay =-3 Al =
11 ; 12 ; 21 ; 22 — et A

1 {AH A21}_1{—1 —1}
A12 AQQ _2 -1 -3 ’
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e Meétode de Gauss,

HE IR AP S
1 -1 ] 0 1 -3 1] 10 0 -2 ] 13
{1 —1 | 0 1} {1 0 | -1/2 —1/2]
—
0 1 | —1/2 —3/2 01 | -1/2 -3/2
e -1 [—1/2 —1/2
D’aqui, A —{_1/2 —3/2]"
. [a b 41 d —b
oRecordantques1A—{C d},llavorsA = ot A {_C al

3.- Donada la funcié f(x) =+/x — 1 i la recta horitzontal y = k, amb k > 0,

(a) Feu un esbés del recinte limitat per les grafiques de la funcié i la recta, i els eixos de
coordenades.

(b) Trobeu el valor de k sabent que ’area d’aquest recinte és igual a 14/3.
[0,5 per 'apartat a; 1,5 per 'apartat b|
Solucié

(a) L’esquema demanat és a la figura que es troba a la pagina segiient.

y=k -

(b) La grafica de f(x) talla a I’eix d’abscisses en el punt (1,0). Busquem el punt de tall entre la grafica

de la funci6 i la de la recta,
Ve—l=k=z=k+1.

L’area del recinte és igual a I’area del rectangle de base k% 4+ 1 i altura k menys 1’area que deixa “per
sota” la grafica de la funcio; és a dir,

3727k 3 3
(xg/g)] ST

k241
A:k(k2+1)—/ (:v—l)”%:k%k-[ 3 3
1

Naturalment, el calcul també es pot fer com

2
k241 k241 ) (z — 1)3/2 ko1 ok k3
A= kdx — — DYy = ko] - | L — k- =Y 4k
/0 v /1 (v = 1) dw = [kaly 32 |, R T Y

Igualment, el calcul de la integral de la funcié f(z) entre 11 k?+1 es pot realitzar pel canvi de variable
r —1=1t? (don dx = 2tdt). En aquest cas, perd, serd necessari fer el canvi de limits d’integraci6
corresponent,

k2+1

k k 31k Y
\/ﬁdﬂ::/ \/ﬁztdt=2/ tzdt:2[t3] _ 2
0 0

1 3

0
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S’admet també com a correcte el realitzar la primitiva (la integral sense definir) i avaluar-la posterior-
ment.

3 2(v 1)3 2 2(v 1)3 SR
2t T = ko1 T 2k
/\/x—ldx:---:—+0:7+(}’:> Ver—1lder=|———F7— =—.
3 3 1 3 3
1
3
L’equacié — +k = — es pot escriure també com k34 3k — 14 = 0, que té com a tinica soluci6 (buscada

amb el métode de Ruffini) £ = 2.

4.- Un triangle d’area 3/2 té dos dels seus vértexs als punts P = (0,0,0) i Q = (2,0,1). EI
tercer vértex, R, és un punt de la recta

{x+y+z-0
T
y=1
i té la primera coordenada no nulla. Calculeu les coordenades del vértex R.

[2 punts]

De les equacions que defineixen la recta r, es dedueix que qualsevol punt de la recta ha de ser, per
exemple, de la forma R = (—1— 2,1, z) (també és possible, evidentment, posar R = (z,1,—1 —x)). Hi
ha altres formes d’arribar a la mateixa expressio, tal com buscar el vector director de la recta r,

i j ok
or=(1,1,1)x (0,1,0)=[1 1 1|=—i+k=(=1,0,1),
01 0

un punt de la recta, com A = (—1,1,0) (i molts altres), i construir les equacions paramétriques de la
recta, z = —1— X\, y =1, z = A; amb aixd, R= (=1 -\, 1, \).

Una vegada localitzat el punt R, hi ha al menys dos camins per acabar el problema.

Solucio 1

1
L’area d’un triangle de vértexs P, Q i R es pot calcular mitjangant la férmula A = 5”@ X ﬁ”

Amb aixo,

1 1 gk 1 1
A= 2,0, )x(=1=z12)=Zll] 2 0 1|[l=-l(=1,-32-12)| = 5 V922 + 62 +6.
2 2V T, 2 2

Volem que aquesta area sigui 3/2. Per tant, cal resoldre l'equacié v/922 + 62 + 6 = 3. Elevant al
quadrat i realitzant les operacions adequades, arribem a l'equacié 922 + 6z — 3 = 0, que té com a
solucions z = —112z=1/3.

D’entrada, doncs, hi ha dos possibles punts R,

. 4 1
R]_:(O,l,*l) 1 RQZ (3,1,3)

D’acord amb I’enunciat, ens hem de quedar amb el que té la primera component no nulla. Es a dir,
R=(-4/3,1,1/3).
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Solucio 2

El problema es pot resoldre també buscant una base i I’altura corresponent del triangle. Per exemple,
podem fer

b=dP,Q) =22+ 02+ 12 =5 h_d(R’M)_HJTJ%?H_W'

bh 3
Llavors, o =5 s porta a v/922 + 6z + 6 = 3. A partir d’aqui, se segueix com a la solucio 1.

5.- En una semiesfera de radi R inscrivim un con situant el seu vértex al centre de la
semiesfera, tal com es veu en el dibuix.

S

NV

\/

(a) Sabent que el volum d’un con és igual a I’area de la seva base multiplicada per la seva
altura i dividida per tres, comproveu que, en aquest cas, podem expressar el volum com

V:%h(RQ—hQ).

(b) Trobeu les dimensions d’aquest con (radi de la base i altura) perqué el seu volum sigui
maxim, comprovant que es tracta realment d’un maxim.

[0,5 punts per lapartat a; 1,5 punts per apartat b|
Solucio

(a) D’acord amb el que se’ns recorda a 'enunciat, V = %m“zh. Al dibuix hi podem trobar un triangle

rectangle de catets h i r i hipotenusa R. Llavors,
1
W 4r? =R =" =R = b = V(h) = on(R* — h")h,

tal com voliem.

(b) Busquem la derivada de la funci6é volum respecte de la variable h,
_ T (p2; _ 33 / _ T (p2 912
V(h)—3(Rh h):V(h)—3(R 3h?).

R Rv3
L’equacié V'(h) = 0 ens porta a qué h = +— = j:l . No considerem la soluci6é negativa perqueé

/3 3

dins del problema no té cap significat.

2 2
Ambaixé,r:\/mz RQ_sz f:Ri\/é_
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Per comprovar que és realment un maxim, calculem la derivada segona de la funci6é volum, V" (h) =

RV3
—27h, i analitzem el seu signe en el valor trobar per a ’altura. Com que V" ({) < 0, es tracta
d’un maxim.
La comprovacié que és un maxim es pot realitzar també estudiant el signe de la primera derivada abans
i després del valor trobat per a h (abans ha de ser positiva i després negativa).

6.- Sigui f(z) = 2> + ax® + bx + c. Sabem que la grafica d’aquesta funcié és tangent a la
rectar:y =1x+ 3 en el punt d’abscissa x = —1 i que en el punt d’abscissa x = 1 la recta
tangent és parallela a la recta r.

Calculeu el valor dels parametres a, b i c.
[2 punts]
Solucio

Una recta és tangent a una corba en un punt si recta i corba tenen el mateix valor i la mateixa derivada
en el punt. Per tant,

f-1)=2 i f(-1=1.

El que en x = 1 la tangent sigui parallela a la recta que ens han donat (és a dir, que aquesta nova
tangent tingui el mateix pendent que y = = + 3) ens permet assegurar que f'(1) =1.

Com que f'(x) = 322 + 2a + b, tenim que
f(-1)=2= -1+a-b+c=2; f(-)=1=3-2a+b=1; f(1)=1=3+2a+b=1.
Fl sistema d’equacions lineals

a —b+c= 3

—2a + b = -2

2a +0b = -2

té per solucib a =0,b=-2,c=1.
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SERIE 5

1.- Siguin m; el pla2x +3y—z=4im el plax—2y—42=10.
(a) Comproveu que els plans m i w9 sén perpendiculars.

(b) Trobeu I’equacié continua de la recta parallela als plans m i 7 1 que passa pel punt
P=(-1,3,2).

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) Un vector caracteristic de cada un dels plans és v; = (2,3, —1) i v2 = (1, -2, —4), respectivament.
Els plans sén perpendiculars si els seus vectors caracteristics també ho sén, és a dir, si el producte
escalar dels vectors caracteristics dona zero.

vl-v2:2~1+3(—2)—|—(—1)(—4):2—6—1—4:0.

(b) Si la recta r és parallela als dos plans, el seu vector director v, és perpendicular als vectors
caracteristics del dos plans. Per tant, podem agafar

i 7k
r=vxve =12 3 —1|=—14i+7j—Tk=(-14,7,-7),
1 -2 —4

o qualsevol proporcional a ell com, per exemple, (2, —1,1). L’equacié buscada és

z+1 y—-3 z-2
r: = = .
2 -1 1

2.- La matriu de coeficients d’un sistema d’equacions lineals homogeni és

-1 2 3
2 1—a 0
4 1 2a + 2

A:

(a) Per a quins valors del parametre a el sistema té una sola solucié? Quina és aquesta
solucié tinica?

(b) Resoleu el sistema si a = 2.

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) Els sistemes homogenis (aquells en qué tots el termes independents sén nuls) sén sempre com-
patibles. Per tant, cal buscar el valor de a perqué sigui determinat. Es a dir, els valors de a perqué
rang A = 3. Ho podem fer calculant el determinant d’aquesta matriu.

-1 2 3
detA=|2 1-a 0 |[=2d®+4a—16.
4 1 2a + 2

L’equaci6 2a% 4 4a — 16 = 0 té com a solucions a = —4, a = 2. Llavors, si a # —4 i a # 2, el rang
de la matriu A és igual a 3, el sistema és compatible determinat i I'iinica solucié és la solucid trivial,
z=0,y=0,2=0.
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També es pot resoldre la qiliesti6é buscant el rang de la matriu A mitjangant el métode de Gauss,

-1 2 3 -1 2 3
2 1-a 0 — | 0 5—a 6

4 1 2a + 2 0 9 2a + 14

Aconseguida aquesta nova matriu, el métode de Gauss es fa bastant feixuc i el millor és imposar la
proporcionalitat de les files segona i tercera,
5—a 6

— — 2’ 4+4a-16=0=—=>a=2, a=—4
9 % + 14 a” +4a a , a

Atenci6: per imposar la proporcionalitat estem suposant que a # 7, la qual cosa es confirma quan es
resol 'equaci6. De fet, per a a = 7 les files considerades no sén proporcionals.

(b) Per a = 2, la matriu de coeficients del sistema es transforma en

-1 2 3 -1 2 3 -1 2 3
2 -1 0| — 03 6| — 01 2.

4 1 6 0 9 18 0 0 0

A=

El sistema —x + 2y + 3z = 0, y + 2z = 0 és equivalent a l'original. Si prenem z com a parametre, la
soluci6 és ¢ = —z, y = —2z.

3.- Donats els punts P =(1,—1,2), Q = (2,0,1) i R = (3,2,-1),

(a) Trobeu l’equacié cartesiana (és a dir, de la forma Ax + By + Cz + D = 0) del pla que
determinen.

z—5 y—1 z—5
(b) Trobeu un punt S pertanyent a la recta r : 5 = T = 5 de manera que el
tetraedre de vértexs P, Q, R, S tingui volum 1/2.

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) L’equacio cartesiana del pla, Ax + By + Cz + D, ha de ser satisfeta pels tres punts donats. Per
tant,

A-2+B-0+C-1+4D =0

A-3+B-2+C(-1)+D =0
La solucié d’aquest sistema d’equacions és A =0, B=—-D,C =—D. Fent D = 1, ’equaci6 del pla
buscat ésy+2—-1=0.

A-1+B(—1)+C-2+D:0}

Aquest apartat es pot resoldre d’altres maneres. Per exemple, trobant directament ’equacié fent

2-1 3-1 -1
0+1 241 y+1
1-2 —1-2 z-2

=0 <<= y+2z—-1=0.

(b)

Solucio 1
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El punt S, per pertanyer a la recta r, és de la forma S = (5+2X,1 — A, 5—3)). El volum del tetraedre
de vértexs P, @, Ri S és

1 2 442X
1 3 2=
-1 -3 3-3X

v = Lot (PO PR P)| - L)

= —|5h —4\|.
= 5154

Com que volem que V =1/2, ens queda |5 — 4| = 3. Aix0 ens dona dues possibilitats:
e 5—4X=3; e 5—4\=-3.
1 7

7272
Sy =1(9,—1,—1). Com que solament es demana un punt, la soluci6 és qualsevol dels dos punts.

1
De la primera, A = 5 iel punt és S = (6 ) ; de la segona, A = 2 i el punt buscat és

Solucio 2

Sigui S = («x,y, 2z) el punt buscat. El volum dels tetraedre és

2 -1
vzré@a(ﬁéjﬁiﬁﬂ‘zéw 1 3 y+1]=&%w+z—ﬂ;\/:é—¢:|y+z—H:3.
-1 -3 z-2

De I'expressié continua de 'equacié de la recta se'n treuen dues equacions; per exemple, x + 2y = 7,
3y —z= —2. Amb elles i la que ens proporciona el volum del tetraedre podem muntar dos sistemes,

y+z2z—1=3
r4+2y="7
3y —z= -2
que té per solucio x =6,y =1/2,2=7/2,1
y+z—1=-3
r+2y="7
3y —z=-2
amb la solucib =9, y=—-1,z=-1.

Solucio 3

Ja que tenim l’equaci6 del pla determinat pels punts P, @ i R, podem buscar el volum del tetraedre

amb la formula V = bT. , essent Ay 'area del triangle base i h Paltura del tetraedre.
1 V2
4, = PG x PR| = (0,1, 1) = 5~
ly+z-1 _ |Jy+z—1|
h=d(S,m) = = .
(5,m) V02 +12 +12 V2
Llavors,
Ap-h 1
V p— = — - 1 .
3 glytz-1

A partir d’aqui se segueix com a la solucié 2. Evidentment, el procés es igualment correcte agafant

S =(5+2\1—)05—3\).
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4.- Per a x > 1, considereu la funcié f(z) = +vz —1.

(a) Trobeu I’equacié de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt d’abscissa igual a
10.

(b) Calculeu I’area del recinte limitat per la grafica de f(z), la recta d’equacié x =5 i I’eix
0X.

[1 punt per cada apartat]
Solucié

(a) Lequaci6 de la recta tangent a la grafica d’una funci6 y = f(z) en el punt d’abscissa x = a és

1
y = f(a)+ f'(a)(z — a). En el nostre cas, i com que f'(z) = ——, tenim

2vVzr —1
1 1

a=10;  f(10)=+v10-1=3; f’(lO):72 TG

1
L’equacié buscada és y = 3 + E(m —10) o, en forma implicita, z — 6y + 8 = 0.

(b) Busquem la interseccié entre 'eix OX i la corba. I’equacié y = 0 és la que correspon a aquest eix.
Per tant el punt de tall és la solucié de +v/x —1 =0, és adir,z =1.

I’area buscada és

5 (x—1)32]° 2 16
1 3

A:/;)\/:rtldx:/(x—l)l/?d:c:[ 573 :g[(5—1)3/2—0}:—.

1

Aquesta integral es pot calcular també per canvi de variable, fent z — 1 = t2. D’aqui, dx = 2dt, per
x = 1 la nova variable val t = 0 i quan x = 5, llavors t = 2; per tant,

5 2 2 372 1
/\/x—lda::/ x/f?-2tdt:2/ th7&:2[2] _ 16
1 0 0
0

Quan es fa el canvi de variable és molt important canviar també els limits.

Si no es vol canviar els limits, es pot treballar la integral com a primitiva (“integral indefinida”) i desfer
el canvi al final. Es a dir,

2 ()

2t3
/\/a:—ldx:/vt2-2tdt:2/t2dt:?4-0: 3 +C.
Amb aixo,
o [20)T
5 2 xr — 2 3 1
/ P ldo= | :3<(m) _0>:36_
1
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5.- Considereu els punts A =(—1,2,4) i B = (3,0,-2).
(a) Trobeu I’equacié del pla format per tots els punts que equidisten de A i B.

(b) Donat un punt C = (z,y, z), dividim el segment AC en tres parts iguals, obtenint els
punts A, A1, B i C. Trobeu el punt C.

[1 punt per cada apartat]
(a) Descriurem dues solucions.

Solucié 1

Els punts X que equidisten de A i B compleixen que d(A, X) = d(B, X). Es a dir,

VE+12+ @ =22+ -1 = /(0 -3 + ¢ + (= +2)2.
Elevant al quadrat els dos membres de I'equacio, fent les operacions indicades i les simplificacions
adequades, arribem a 2x —y — 32 4+ 2 = 0, que és l'equacié del pla buscat.
Soluci6 2
El pla buscat és el que passa pel punt mig del segment AB, amb vector caracteristic E El punt mig

A+ B
és M = 5 (1,1,1), i el vector és AB = (4, —2,—6). L’equaci6 del pla es pot escriure com

4z—1)—2(y—1)—6(x—1)=0; ¢ésadi, 20—y—32+2=0.

(b) Explicitarem tres solucions.
Solucié 1

Quan dividim un segment AC en tres parts iguals, obtenim dos nous punts A; i As de manera que

AAL = A1A5 = ASC .

D’aqui, %@ = %@

1 1 1 1 1
—AB=—(B-A)=—(4,-2,—6) = (2,-1,-3); —AC = —(z+1,y—22—4).
2 2 2 3 3
1
Finalment, de que g(x +1,y—2,2—4) =(2,—1,-3) se’'n dedueix x =5, y = —11i z = —5. El punt
buscat és C' = (5, —1, —5).
Solucié 2

L’equacio vectorial de la recta que passa pels punts A i B és

X = A+ MB, esadir, X =(—1,2,4) + A\(4,2, —6).
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Es evident que per A = 1, tenim que X = B. Llavors, per A = 3/2 obtindrem el punt C,
3 3
C=A+ 5@ = (~1,2,4) + 5 (4,-2,-6) = (5,1, -5).

Soluci6é 3

Podem observar que A; és el punt mig del segment AB i que B és el punt mig del segment A;C.
Llavors,

A+B A +C 1
A = JQF =(1,1,1) i B= 1; = (3.0,-2) = S(x+Ly+1z+1)
Lasoluci6 ésx =5, y=—-1iz=—-5.

6.- Un triangle rectangle situat en el primer quadrant té el vértex A en l’origen de coor-
denades, el vértex B = (x,0) en el semieix positiu d’abscisses i el vértex C pertany a la
recta x + 2y = 8. L’angle recte és el que correspon al vértex B.

C
Al B
2
x
(a) Comproveu que ’area del triangle es pot expressar com A(z) = 2x — ik

(b) Trobeu els vértexs B i C perqué I’area del triangle sigui maxima i comproveu que es
tracta realment d’un maxim.

[1 punt per cada apartat]
Solucio

] _
(a) Sigui B = (x,0). Llavors el punt C és C = (z, f(x)) = (3:, a:) Com que el triangle és

2
rectangle, podem agafar com a base el costat AB i com a altura el costat BC (els catets del triangle).

Llavors,

b.h T 8-z 8 2 2

- x—x x

A(x) = 5 = 22 =~ :2:6—1.

(b) Per trobar els extrems d’aquesta funcio, trobarem els punts on la seva derivada és nulla.
A'(x):2—%; A@) =0 < z=4.

Llavors, els vértexs del triangle son B = (4,0) i C = (4,2).

Comprovem ara que és un maxim. Calculem la segona derivada de la funci6 area, A”(x) = — % < 0.

Com que aquest valor és negatiu, es tracta d’un maxim.

Una altra manera de decidir que és un maxim consisteix en estudiar el signe de A’(x) abans del valor
x = 4 (signe positiu) i després d’aquest valor (signe negatiu).

També es pot raonar que la funcié A(z) és una parabola amb el coeficient de z? negatiu i que, per
tant, el seu vértex (I’extrem relatiu) correspon a un maxim.
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Matematiques
Serie 1

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre que voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’us de calculadores o altres aparells que
portin informaciéo emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Sigui V={(-1,1, 1), (-2, -1,0), (1, 2, a)} un conjunt de vectors de R’.
a) Trobeu el valor o els valors de a perque V sigui linealment dependent.
b) Quan a=4, expresseu el vector v'=(3, 9, 14) com a combinacio lineal dels vectors
de V.

[1 punt per cada apartat]

2. De la funci6 polinomica P(x) = x* + ax* + bx + 2 sabem que

— té un extrem relatiu en el punt d’abscissa x = -3;

— la integral definida en l'interval [0, 1] val _E.

Calculeu el valor dels parametres a i b.
[2 punts]

. x-1 zZ+m
3. Donatselplaﬂ:x+2y—z:311arectar:T=y= 1
a) Comproveu que el vector caracteristic (o normal) de 7 i el vector director de r s6n

perpendiculars.
b) Estudieu la posicio relativa de 7 i r en funcié del parametre m.
[1 punt per cada apartat]



4. Siguin les matrius

2 a 1 5 b 8§ 2 4 7
A={1 b 4 |,B=|1 ¢ 3|[,C=| -1 5 5 |,
3 ¢ 5 4 a 3 -b -a -2

on a, b i c sén parametres reals. Calculeu el valor d’aquests parametres perque cap de les
tres matrius tingui inversa.
[2 punts]

5. Donatselplam2x-y+3z-8=0iel punt P=(6, -3, 7),
a) Trobeu 'equacio continua de la recta que passa per P i és perpendicular a 7.
b) Trobeu el punt del pla 7 que esta més proper al punt P.
[1 punt per cada apartat]

6. Volem construir una tenda en forma de piramide regular de
base quadrada. Disposem de 300 m*de tela per a la fabricacio
de les quatre cares de la tenda (se suposa que en I'elaboracio de
les cares no es perd gens de tela). Designem x la longitud d’un
costat de la base de la tenda.

a) Sabent que el volum d’una piramide és igual a un ter¢ del R
producte de I'area de la base per I'altura, comproveu que, . | >

en aquest cas,
4 4
\J(9%x10%) -
V()= NOI0) 7

6

b) Determineu el valor de x perque el volum sigui el més gran possible (no cal que com-
proveu que el valor obtingut correspon realment a un maxim).
[1 punt per cada apartat]

DRI

INSTITV]

*MCMVII |

L’Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correccié linglistica i de I'edicié d’aquesta prova d’accés
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SERIE 1
1.- Sigui V ={(-1,1,1),(-2,-1,0),(1,2,a)} un conjunt de vectors de R3.
(a) Trobeu el valor o valors de a perqué V sigui linealment dependent.

(b) Quan a = 4, expresseu el vector v = (3,9,14) com a combinacié lineal dels vectors de

V.
[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) Hi ha diferents formes de comprovar la dependéncia lineal de V. Per exemple, podem calcular el
determinant de la matriu formada pels tres vectors,

-1 -2 1
A=|1 -1 2| =detA=3a-3.
1 0 a

Aquest determinant val zero si i sol el conjunt V' és linealment dependent. Com que I’equacié 3a—3 = 0
té per solucidé a = 1, aquest és el valor demanat.

Podem buscar també el rang de la matriu A, que haura de ser menor que 3 si volem que el conjunt V'

sigui linealment dependent

-1 -2 1 . -1 -2 1 ) -1 -2 1 5 -1 -2 1

1 -1 2% o =3 31210 1 1 |10 -1 1|,
1 0 a 0 -2 a+1 0 -2 a+1 0 0 a-—1

Les transformacions elementals realitzades han estat: (1) Fy + F1 i F3 + Fi; (2) F2/3 (3) F3 —2F;.
El rang de la matriu A és diferent de tres siisolsia=1.

Un altre cami de resoluci6 és utilitzar directament la definicié de conjunt linealment dependent. Cal
plantejar ’equacié vectorial

a(—1,1,1) + B(=2,~1,0) + 7(1,2,a) = (0,0,0).

Si podem trobar valors per a les variables «, 51y que no siguin tots nuls, el conjunt V sera linealment
dependent. Ens queda el sistema

—a—28+~v=0
a—pF+2y =0 }
a+ay =0
De la tercera equacié en traiem que a = —ay. Portant aquest valor a les altres dues,

—25+(a—|—1)7:0}
—B+(2—-a)y =0

Aillant el valor de § a la segona d’aquestes equacions i substituint-lo a la primera obtenim (—3+3a)y =
0. Com que volem que v # 0 (si aquesta variable fos nulla també ho serien les altres dues), necessitem
que —3+3a=0;¢ésadir,a=1.

La qiiestio es pot resoldre també buscant el valor del parametre a perqué el tercer vector sigui combi-
nacio lineal dels altres dos (amb la qual cosa el conjunt V seria linealment dependent).

a(-1,1,1) + B(-2,-1,0) = (1,2,a) = a=1, B=-1, a=1.
(b) Plantegem l'equacioé vectorial «(—1,1,1) + 8(—2,—1,0) +~v(1,2,4) = (3,9,14), que ens porta
al sistema d’equacions lineals
—a—28+y=3 }

a—pF+2y =9
at+dy =14
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Aquest sistema té per solucié a = 2, = —1, v = 3. Per tant, la resposta a aquest apartat és
v=2(-1,1,1) — (=2,-1,0) + 3(1,2,4) ..

PAUTES DE CORRECCIO

Apartat (a)

0,5 punts per plantejar qualsevol dels métodes descrits (o per un altre si és correcte).

0,5 punts per arribar al valor de a = 1.

Apartat (b)

0,5 punts pel planteig de I’equacié vectorial a resoldre o si escriuen directament el sistema d’equacions
lineals.

0,25 punts per trobar el valor dels coeficients.

0,25 punts per posar el vector ¥ igual a la combinaci6 lineal dels vectors de V.

2.- De la funcié polinémica P(x) = 23 + az? + bz + 2 sabem que
= té un extrem relatiu en el punt d’abscissa r = —3.

» la integral definida en I’interval [0,1] val — % .

Calculeu el valor dels parametres a i b.
[2 punts]
Solucioé

Si la funcié té un extrem relatiu en el punt on z = —3 sabem que P’(—3) = 0. Com que P'(x) =
322 4 2ax + b, ens queda 'equaci6
3(=3)24+2a(—=3) +b=0.
Per altra banda, tenim que
1 4 3 2 1
3 2 x ax bx 1 a b 5
/0(1:+ax+x+):c 4+3+2+x10 4+3+2+ 1

En definitiva, hem obtingut el sistema

—6a + b = =27
14_2—_1 )
3 2 2

que té per solucib a=3ib=—9.

PAUTES DE CORRECCIO

0,5 punts per saber interpretar la condicié per tenir un extrem relatiu en el punt d’abscissa x = —3.
0,25 punts pel planteig de la integral.

0,5 punts pel calcul de la primitiva.

0,25 punts per 'aplicaci6é de la regla de Barrow, arribant a la segona equaci6.

0,5 punts per la resoluci6 del sistema.
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-1
3.- Donats e]plaw:x+2y—z:3jlarectar;x2 :y:'z—zm’

(a) Comproveu que el vector caracteristic (o normal) de 7 i el vector director de r sén
perpendiculars.

(b) Estudieu la posicié relativa de 7 i r en funcié del parametre m.

[1 punt per cada apartat]

Solucié
(a) El vector caracteristic del pla és vy = (1,2, —1); el vector director de la recta és v, = (2,1,4).

Aquests vectors seran perpendiculars si i sol si el seu producte escalar és nul.

(1,2,-1)-(2,1,4) =1-242-1+(=1)-4=2+2—-4=0,

(b) Tenint en compte I’apartat anterior, la recta i el pla solament poden ser parallels o incidents (la recta
esta continguda dins del pla). En aquest segon cas, qualsevol punt de la recta ha de complir I'equacio
del pla. Agafem el punt P = (1,0, —m); aquest punt pertany al plasiisolsil+2-0— (—m)=3; és
a dir, siisolsim=2.

En definitiva, si m = 2, la recta esta continguda al pla; si m # 2, la recta i el pla séon parallels.

PAUTES DE CORRECCIO

Apartat a

0,5 punts per localitzar el vector caracteristic del pla i el director de la recta.

0,25 punts per efectuar el producte escalar.

0,25 punts per concloure que sén perpendiculars perqué el seu producte escalar val zero.
Apartat b

0,5 punts per raonar, a la vista del resultat anterior, que el pla i la recta solament poden ser parallels
o incidents (recta continguda al pla).

0,25 punts per raonar que, si soén incidents, qualsevol punt de la recta ha de ser del pla.

0,25 punts per arribar al valor m = 2 i discutir quina és la posici6 relativa en funcié de m.

2 a 1 5 b 8 2 4 7
4.- Siguin les matrius A=|1 b 4|,B=|1 ¢ 3|iC=]|-1 5 5|,ona,bicsén
3 ¢ 4 a 3 b —a -2

parametres reals. Calculeu el valor d’aquests parametres perqué cap de les tres matrius
tingui inversa.

[2 punts]
Solucié

Una matriu quadrada no té inversa si i sol si el seu determinant val zero. Tenim

det A="Ta+7b—Tc; det B=—7a+ 90— 17¢; det C'=17a + 15b — 28.



Oficina d’'Organitzacié de Proves d’Accés a la Universitat Pagina 4 de 6

PAU 2013
Pautes de correcci6 Matematiques

Les tres matrius seran no invertibles quan el valor de cada parametre sigui la solucié del sistema

—Ta+ 9 —17¢= 0

Ta + 7b — 70—0}
17a + 15b = 28

ésadir,quana=—-1,b=3ic=2.

PAUuTES DE CORRECCIO

0,25 punts per raonar que els determinants han de ser nuls.

0,25 punts pel calcul de cada un dels determinants (3 x 0,25 = 0, 75).
0,5 punts per la construccié del sistema.

0,5 punts per la seva resolucio.

5.- Donats el pla7:2x —y+32—8=01iel punt P=(6,-3,7),
(a) Trobeu I’equacié continua de la recta que passa per P i és perpendicular a 7.
(b) Trobeu el punt del pla m que esta més proper al punt P.

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) Podem agafar com a vector director de la recta que busquem el vector caracteristic del pla m;
llavors, ’equacié continua de la recta és
r—6 y+3 =2-7
2 -1 3

(b) El punt del pla més proper al punt P és el que es troba a la recta perpendicular al pla passant per
P. Aixi, el punt que estem buscant és la solucio de les equacions
r—6 y+3 =z2-7
2 -1 3

, juntament amb 2z —y+ 3z —-8=0.

Hi ha varies formes de resoldre el sistema. Una d’elles és convertint ’equacié continua de la recta en
dues equacions,

-6 3 3 -7
ac2 :%ZIL’—F%/:O; %223 =3y +z=-2.

Ajuntant aquestes dues equacions amb la del pla ens queda un sistema,

z + 2y =0
3y + =z -2 3,

22 — y +32= 8
que té per solucib r =2, y=—-1,2=1.

Una altra forma és passar l’equaci6 de la recta a la forma paramétrica,

r=6+2\, y=-3—-X, z=T+3\,
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i substituir aquests valors a ’equacié del pla,
20 —y+32—-8=0=2(6+2\) —(-3—-AN)+3(7T+3)\) —-8=0=14A+28=0= A= 2.

Les coordenades del punt son z =6 +2(-2) =2, y=-3—(-2)=—-1,2=7+3(-2)=1.

D’una manera o altra, el punt buscat és Q@ = (2, —1,1).

PAuTES DE CORRECCIO
Apartat a
0,5 punts per raonar que podem agafar com a vector director de la recta el vector caracteristic del pla.

0,5 punts per 'equaci6 en forma continua de la recta. Encara que és dificil que ho facin, si donen com
a solucié qualsevol altra forma de ’equacié de la recta, compteu solament 0,25 punts.

Apartat b

0,5 punts per raonar que el punt buscat és la interseccid entre el pla 7 i la recta trobada a ’apartat
anterior.

0,5 punts per trobar el punt més proper.

Si es “llancen” a fer el punt d’intersecci6 sense explicar el perqué, no compteu res d’aquest apartat. La
raé és que es demana el punt més proper, no el punt d’interseccié.

6.-Volem construir una tenda en forma de piramide regular de base quadrada. Disposem
de 300m? de tela per a la fabricacié de les quatre cares de la tenda (se suposa que en
I’elaboracié de les cares no es perd gens de tela). Designem x la longitud d’un costat de
la base de la tenda.

L8

(a) Sabent que el volum d’una piramide és igual a un ter¢ del producte de I’area de la
base per I’altura, comproveu que, en aquest cas,

v9 - 104 — 24

Viw) =

(b) Determineu el valor de x perqué el volum sigui el més gran possible (no cal que
comproveu que el valor obtingut correspon realment a un maxim).

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) Anomenem a a 'altura d’una de les cares de la tenda, tal com esta indicat al dibuix. Llavors, la
ax
superficie total de les quatre cares de la tenda és S(x) = 4 (2) = 2ax. Com que aquesta superficie

1
és de 300 m?, tenim que 2az = 300, és a dir, a = 150 )
xr
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Per altra banda, d’acord amb el teorema de Pitagores, a® = h% + (x/2)?. Per tant,

\/a2 z? \/(150)2_9;2 V0107 — 2

4 x 4 2x
Amb aixo,
1 V9104 — 24
Viz) = §m2h — W

(b) Per a determinar el valor de x que fa maxim el volum, hem de derivar la funci6é volum i determinar
els punts on la derivada s’anulli.

1 z 3-10* —2*
V)= —|V9- 104 —at + ——— (—4a3 } =
(z) 6 2\/9~104—x4( ) 2v/9-10% — 24
Aquesta derivada val zero quan = = v/3 - 104 = 10v/3 ~ 13, 1607 .
També es pot treballar amb la funcié f(z) = z%(9 - 10* — 2%), resultat d’haver descartat els factors
constants i haver elevat al quadrat la funcié volum. Amb ella,

fl(x)=18-10% — 62°; f(x)=0=2=0 oz =10V3.

La primera d’aquestes solucions és absurda (si z = 0 no hi ha tenda) i la segona és la resposta correcta.

PAUTES DE CORRECCIO

Apartat a

0,25 punts per la relacié 2ax = 300.

0,25 punts per la relaci6 entre h, a i x.

0,25 punts per trobar el valor de h en funci6 de zx.

0,25 punts per 'expressio definitiva de la funcié volum.

Apartat b

0,5 punts pel calcul de la derivada, tant si treballen amb V(x) o amb la funci6 “quadrat”, f(x).

0,5 punts per trobar el valor de z.
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Matematiques
Serie 3

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’us de calculadores o altres aparells que
portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1 a a’
1. Considereula matriu M= 1 a+1 (a+1)’ |, peraa€R.
1 a-1 (a-1)

a) Calculeu el rang de la matriu M en funci6 dels valors del parametre a.
[1 punt]
b) Discutiu i resoleu el sistema d’equacions lineals

X 1
M-y [=|1]
7 1

segons els valors del parametre a.
[1 punt]

2. Considereu el punt A=(1, 2, 3).
a) Calculeu el punt simetric del punt A respecte de la recta d’equacid

r(xy,2)=3+1,1,3-1).

[1 punt]
b) Calculeu el punt simetric del punt A respecte del pla que té per equacid
mxX+y+z=3.
[1 punt]



Un nedador és al mar en un punt N, situat a 3 km d’una platja recta, i just al davant d’'un

punt S, situat a la platja arran de l'aigua; i vol anar a un punt A, situat també arran de l'aigua

i a 6km del punt S, de manera que el triangle NSA és rectangle en el vértex S. El nedador

neda a una velocitat constant de 3 km/h i camina a una velocitat constant de 5km/h.

a) SiPésun puntentre el punt Siel punt A que esta a una distancia x de S, demostreu que
el temps, en hores, que necessita el nedador per a nedar del punt N al punt P i caminar

JX*+9 +6—x

3 5

des del punt P fins al punt A és determinat per 'expressié t(x)=
[1 punt]

b) Calculeu el valor de x que determina el temps minim que cal per a anar del punt N al
punt A, passant per P. Quin és el valor d'aquest temps minim?
[1 punt]

Calculeu l'area de la regi6 del pla limitada en el primer quadrant per les grafiques de les
funcions y=x?% y=4x*iy=09.
[2 punts]

x—2=y=zT+1is:(x,y,z)=(1+20¢,3—oc,4+3oc),

Siguin risles rectes de R’ dequacions r:
amb o € R.
a) Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat sobre la
recta r i 'altre extrem situat sobre la recta s formen un pla.
[1 punt]
b) Trobeul'equacio general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz= D) del pla de 'apartat
anterior.
[1 punt]

Responeu a les qiiestions segiients:

a) Demostreu que si A és una matriu quadrada que satisfa la igualtat A>=1, on I és la
matriu identitat, aleshores A és invertible i A™! satisfa (A™!)*=1L
[1 punt]

b) Calculeu l'expressié general de les matrius de la forma A=
satisfan la igualtat A*=1.
[1 punt]

a b ) amb b#0 que
c 2

L’Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correccid linglistica i de I'edicié d’aquesta prova d’accés
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Matematiques
Serie 4

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.
Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’us de calculadores o altres aparells que

portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1.

Considereu la funcié f(x)= x_+§

x—
a) Calculeu les asimptotes verticals, horitzontals i obliqiies de la funcié f.
[1 punt]
b) Trobeu I'equaci6 de la recta tangent a la grafica de la funcid f en aquells punts en
que la recta tangent sigui parallela a la recta y = -5x + 4.
[1 punt]

Responeu a les qiiestions segiients:
a) Discutiu el sistema d’equacions lineals

(k-1)y+(k*-1)z=0
(4dk+1)x-y-7z=1
xX+y+z=0

en funcio dels valors de k.
[1 punt]

b) Resoleu el sistema per a k=1.
[1 punt]

Siguin els punts P=(1,1,0), Q=(1,0,1)iR=(0, 1, 1)iel plam x+y+z=4.

a) Trobeu l'equacié general (és a dir, que té la forma Ax+ By + Cz=D) del pla que
passa pels punts P, Qi R.
[1 punt]

b) Si S ésun punt de 7, comproveu que el volum del tetraedre de vertexs P, Q, Ri S no
depén del punt S.
[1 punt]



4. Donats els plans m:x -4y +z=2m-11im;:2x-(2m+2)y+2z=3m+ 1,
a) Determineu els valors de m perqueé els plans 7z, i 77, s’intersequin en una recta i calculeu
un vector director de la recta resultant que no depengui de m.
[1 punt]
b) Sigui el pla m: 3x - 2y + 3z =8. Estudieu la posici6 relativa del pla 7 amb la recta r defi-
nida per la intersecci6 dels plans 7, i m, quan m = 1.
[1 punt]

5. Responeu a les qiiestions segiients:
a) Si A i B sén dues matrius quadrades d’ordre n, demostreu que

(A+B)*=A*+2AB + B> AB=BA.
[1 punt]

b) Si M i M, s6n dues matrius de la forma ( a ,amb a, b € R, comproveu que el

a

producte M, - M té també la mateixa forma i que M -M, =M, -M..
[1 punt]

6. Responeu a les qiiestions segiients:
a) La funcié f(x) = (b -x)e™, amb a i b constants, té la representacié grafica segiient

\

! \

|
|
& 1
\
|
]

7

i sabem que passa pels punts A=(0,2) i B=(2, 0), i que en el punt A la recta tangent a
la grafica és horitzontal. Calculeu els valors de a i b.
[1 punt]

b) Calculeu f lzx Inx dx.
[1 punt]

Institut
d’Estudis
wemviie  Catalans
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SERIE 3

Responeu a CINC de les sis questions segients. En les respostes, expliqueu sempre
que voleu fer i per que.

Cada quiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’Us de calculadores o altres
aparells que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre
informacio.

1. Considereu la matriu

1 a a?

M=|1 a+1 (a+1)?),
1 a—1 (a—1)>2
peraa € R.
a) Calculeu el rang de la matriu M en funcié dels valors del parametre a.
[1 punt]
b) Discutiu i resoleu el sistema d’equacions lineals

x 1
M * <y> = (1))
z 1
segons els valors del parametre a.
[1 punt]

Resolucié:

1 a a?
a) Per a calcular el rang de la matriu M =1 a+1 (a+1)*| aplicarem
1 a—1 (a—1)>2

transformacions elementals per a triangular la matriu (metode de Gauss)

1 a a? 1 a a?
1 a+1 (@+1)?|P>l0 1 (a+1)?-a?| @
1 a-1 (a—1)? 0 -1 (a—1)?-a?

1 a a? - 1 a a?
0 1 2a+1 =10 1 2a+1
0 -1 —-2a+1 00 2

Una vegada hem fet les segiients transformacions:
(1) A la segona fila restar-li la primera
A la tercera fila restar-li la primera
(2) Operar a les files segona i tercera
(3) A latercera fila sumar-li la segona

Per tant, podem veure que independentment del valor de a, la matriu M és sempre
equivalent amb una de triangular amb tres files no nul-les i per tant rang(M) = 3.
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X 1

b) El sistema M - <y> = (1) té per matriu associada la matriu M, quadrada i de
z 1

rang maxim i igual al nombre d’incognites. Per tant, per a qualsevol valor del parametre

a el sistema sera compatible determinat, amb solucié Unica. La solucio la podem obtenir

aplicant el metode de Cramer.

1 a a? 11 a? 1 a 1
1 a+1 (a+1)? 1 1 (a+1)? 1 a+1 1
2 2
X = 1 a-1 (a ;l) =1’y= 1 1 (a 1)2 =0,Z= 1 a—1 12 - 0.
a a 1 a a 1 a a
1 a+1 (a+1)? 1 a+1 (a+1)2 1 a+1 (a+1)?
1 a-1 (a-1)2 1 a-1 (a—-1)2 1 a-1 (a-1)2

Per a qualsevol valor de a la soluci6 del sistema és|x = 1,y = 0, z = 0}

Observacio: A la resolucio de I’apartat b) també es podia haver fet servir el métode de
Gauss de manera analoga al que s’ha fet per a I’apartat a).

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts pel primer pas de triangulacio.

0,25 punts pel segon pas de triangulacio.

0,25 punts pel tercer pas de triangulacio.

0,25 punts per I’argumentacio i resposta final.
Apartat b)

0,5 punts per la discussié del sistema.

0,25 punts per la formulacié del metode de Cramer.
0,25 punts pels calculs i solucio final.

Observacio: Les resolucions correctes via menors no nuls o bé per Gauss, alla on sigui
possible, seran valorades amb la totalitat de la puntuacio.
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2. Considereuel punt A = (1,2, 3).
a) Calculeu el punt simetric del punt A respecte de la recta d’equacié
ri(x,y,z)=3+11,3-2).
[1 punt]
b) Calculeu el punt simétric del punt A respecte del pla que té per equacio

mx+y+z=23.
[1 punt]

Resoluci6:

a) Per a fer el simétric respecte de la recta r construirem primer el pla, diguem-ne
7', que talla perpendicularment la recta r i que passa pel punt A. Aquest pla té per
vector normal el vector director de r, és a dir (1,0, —1).

Per tant és un pla d’equacié x —z = D i si ha de passar per A, tindrem 1 —3 =D, 0
sigui D = —2. Per tant el pla perpendicular té equacié t': x — z = —2.

Calculem el punt interseccio, diguem-ne B, del pla amb la recta, el que seria el punt
projeccio del punt A sobre la recta r, substituint I’equacio parametrica de la recta en
I’equacid del pla.

341-3B-1)=-2
D’ontenim A = —1i per tant B = (2,1,4).

Aixi el punt simetric del punt A respecte de la recta, diguem-ne A’, I’obtindrem fent

=A+24B = (1,23) +2((21,4) - (1,2.3)) = (1,2,3) + (2,-2,2) =[(B3,0.9)]

b) Obtindrem primer el punt, diguem-ne B, projeccidé perpendicular del punt A
sobre el pla m, construint la recta perpendicular al pla i que passa per A. El vector
director d’aquesta recta sera el vector normal del pla, és a dir (1,1,1).

Per tant, I’equacio de larectaseras: (x,y,z) = (1+ 4,2+ 4,3 + 4).
La intersecci6 de s i  és quan

1+41+24+1+3+21=3.
D’ontenim A = —1 i pertant B = (0,1,2).

Aixi el punt simetric del punt A respecte del pla, diguem-ne A’, I’obtindrem fent
= A+24B = (1,2,3) +2((0,1,2) = (1,2,3)) = (1,2,3) + (=2,-2,-2) =

[C10D]
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per identificar el vector director de la recta.
0,25 punts per I’equacio del pla perpendicular.

0,25 punts pel punt interseccio.

0,25 punts per la construccio del punt simétric.
Apartat b)

0,25 punts per identificar el vector normal del pla.
0,25 punts per I’equacio de la recta perpendicular.
0,25 punts pel punt interseccio.

0,25 punts per la construcci6 del punt simétric.

3. Un nedador és al mar en un punt N, situat a 3 km d’una platja recta, i just al davant
d’un punt S, situat a la platja arran de I’aigua; i vol anar a un punt A situat també
arran de I’aigua i a 6 km del punt S, de manera que el triangle NSA és rectangle en
el vertex S. El nedador neda a una velocitat constant de 3 km/h i camina a una
velocitat constant de 5 km/h.

a) Si P ésun puntentre el punt Si el punt A que esta a distancia x de S, demostreu
que el temps, en hores, que necessita el nedador per a nedar del punt N al punt P
i caminar des del punt P fins al punt A és determinat per I’expressio t(x) =
Vx2+9 6—x
3 + 5

[1 punt]

b) Calculeu el valor de x que determina el temps minim que cal per a anar del punt
N al punt A, passant per P. Quin és el valor d’aquest temps minim?

[1 punt]
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Resolucié:

a) La situacio grafica és la seglient:

S X P 6- X A

N

Sabem que NS = 3 km i SA = 6 km. Anomenem NP = y.
La funcié que calcula el temps que es demana és t(x) = g + G_Tx

Vx2

Per Pitagoras tenim la relacié y = vx2 + 9 i per tant t(x) = 3+9 + 6_Tx com voliem

Veure.

b) Per a trobar el minim de la funcio t calculem la seva derivada i la igualem a
zero.

X 1
t'(x) = ———-.
2 3Vx2+9 5
. ’ _ . X _l , , _ 2
Si fem t'(x) = 0 obtenim PWrorr 5,|d aqui 5x = 3vx?2+9

25x2% = 9x2% 4+ 81

16x% = 81

I
S T

Observem que la solucid negativa no es situa en el context del problema. Per tant I’Gnic
candidat a extrem de la funci6 és quan x = 2,25.
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Per a determinar que en x = 2,25 la funcid té un minim, calculem la derivada segona i

. " . 3 . , -
obtenim t"' (x) = TroviTre I observem que és sempre positiva.
Per tant com que t''(2,25) > 0 podem assegurar que en |x = 2,25 km/| la funcio té un

minim.

t(2,25) _ V2,25249 n 6—2,25

3 5

El temps minim sera = 2 hores

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts pel plantejament grafic del problema.
0,25 punts pel Teorema de Pitagoras.

0,25 punts pel temps en el primer tram.

0,25 punts pel temps en el segon tram.

Apartat b)

0,25 punts per la derivada primera.

0,25 punts pel punt singular.

0,25 punts per la derivada segona i classificacié de minim. S’admet, amb la totalitat de
la puntuacio, que I’estudiant ho justifiqui correctament pel context del problema i no
utilitzi la derivada segona.

0,25 punts per a la substitucio.
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4. Calculeu I’area de la regi6 del pla limitada en el primer quadrant per les grafiques
de les funcions y = x?, y = 4x?iy = 9.
[2 punts]

Resoluci6:

Es tracta de I’area limitada per dues paraboles que comparteixen el seu vertex, el punt
(0,0), i la recta horitzontal y = 9.

Calculem en quines abscisses del primer quadrant I’horitzontal talla cadascuna de les
paraboles.

x?=9portaax = 3.
4x? =9p0rtaax=+\E=—.

Per tant I’area sera (plantejant la integral de les diferéncies verticals entre la funci6 que
marca el punt superior de la regio i la funcié que marca el punt inferior de la regio)

3/2

3/ 3 3
f 2(4x2 —x?)dx + f (9 — x®)dx = f 3x2dx +f (9 —x®)dx =
0 3/, 0 3/,

3 x3 3
= .X'3|0/2 + <9x —?> 3/
2

27 27 9
=—+(27—9)—<—__>:_

8 2 8

Observacio: La mateixa regio també es pot subdividir en tres diferents regions i calcular
I’area per separat i operar entre elles.

Pautes de correccio:

0,25 punts pel primer punt de tall.

0,25 punts pel segon punt de tall.

0,25 punts pel plantejament de la primera integral.

0,25 punts pel plantejament de la segona integral.

0,25 punts pel calcul de la primera primitiva.

0,25 punts pel calcul de la segona primitiva.

0,25 punts per aplicar la regla de Barrow a la primera integral.

0,25 punts per aplicar la regla de Barrow a la segona integral.
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5. Siguin r i s les rectes de R3 d’equacions 71:

s:(x,y,2) =(1+2a,3—a,4+ 3a),amb a € R.

a) Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat
sobre la recta r i I’altre extrem situat sobre la recta s formen un pla.
[1 punt]

b) Trobeu I’equacio general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del pla
de I’apartat anterior.
[1 punt]

x-2
3

Resolucié:

a) Els punts generals de les rectes r i s son, respectivament, de la forma
R=2+34,1-1+42)
S=({1+42a3—-a,4+3a).
.Calculem I’expressio dels punts mitjans:

_R+5_<3+3/1+2a3+/’1—a3+4/1+3a>
2 2 ’ 2 ’ 2

(333, 314 213
_<2'2’2> (2'2’2) “(2’ 2 '2)

I podem veure que efectivament formen un pla que és, a partir de I’expressid vectorial
3 3 3\, . .
5,5,5) i té per vectors directors els vectors directors de

les dues rectes, és a dir (3,1,4) i (2, —1,3).

anterior, el que passa pel punt (

b) Sabem que és el pla que passa pel punt (Szg) i té per vectors directors els

vectors directors (3,1,4) i (2,—1,3), per tant seran els punts (x,y,z) que satisfan
I’equacid

3
x—g 3 2
y=3 1 —-1|=0
3
Z—E 4 3
3 3 3
7(x=3)-1(r=3)-5(z-3) =0
3
7x—y—52—§
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per les equacions paramétriques de les rectes.
0,5 punts per I’expressio general dels punts mitjos.

0,25 punts per I’argumentacié de formar un pla.

Apartat b)

0,5 punts per la formulacié de I’equacié.

0,5 punts pel calcul final.

6. Responeu a les qlestions seglients:
a) Demostreu que si A és una matriu quadrada que satisfa la igualtat A2 = I, on | és
la matriu identitat, aleshores A és invertible i A~ satisfa (471)2 = I.

[1 punt]
a b

b) Calculeu I’expressio general de les matrius de la forma A = (C 2) amb b # 0

que satisfan la igualtat 42 = 1.
[1 punt]

Resolucié:

a) A? =] ho podem reescriure com A - A = I. Aix0 ens diu que quan la matriu A la
multipliqguem per ella mateixa, sigui per la dreta o per I’esquerra, ens déna la identitat. |
aixo és precisament el que s’ha de complir per tal que A sigui invertible. A més a més,
veiem que la seva inversa és ella mateixa, és a dir A= = A. Essent aixi, (471)% =
A? = I com voliem demostrar.

Observacio: Alternativament, que la matriu sigui invertible també es pot demostrar a
partir d’aplicar determinants i veure que té determinant no nul.
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b) S’ha de complir que
DE D=6
(Gev2e bevs)=(o D

Quan igualem terme a terme obtenim el segiient sistema d’equacions

aa+ bc =
ab + 2b
ac + 2c
bc+4 =

I
_r o oR

De la segona equacié tenim (a + 2)b = 0 i com que b # 0 deduim a + 2 = 0 i per tant
que a = —2.

Quan substituim a = —2 en el sistema ens queda

bc = -3
0o = 0
0o = 0
bc = -3

, . , L2 -3 .
Per tant I’altra condicié que se’n obté és ¢ = —- i per tant la forma general de les

-2 b
matrius que es demana és|A = <_3/ 2) ambb # 0.
b

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts per I’argumentacio de ser invertible (factoritzant previament o no).
0,5 punts per comprovar la igualtat.

Apartat b)

0,25 punts pel calcul matricial.

0,25 punts pel plantejament del sistema.

0,25 punts per la resolucio del sistema.

0,25 punts per I’expressio final de les matrius.
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SERIE 4

Responeu a CINC de les sis questions segients. En les respostes, expliqueu sempre
queé voleu fer i per que.

Cada quiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’Us de calculadores o altres
aparells que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre
informacio.

x+3
2
e Calculeu les asimptotes vertlcals, horitzontals i obliques de la funcio f.
[1 punt]
e Trobeu I’equacio de la recta tangent a la grafica de la funci6 f en aquells punts
en que la recta tangent sigui paral-lelaalarectay = —5x + 4.

1. Considereu la funcio f(x) =

[1 punt]
Resolucio:
a) El domini de la funcio f, com a quocient de polinomis que és, son tots els

nombre reals llevat aquells que anul-lin el denominador, en aquest cas el punt x = 2. En
aquest punt s’anul-la el denominador i no el numerador i per tant tenim

l () = i x+3
fim £G) = Jim, 2=

= 00,

Per tant la funcié f té una|inica asimptota vertical en x = 2]

Per al calcul de les asimptotes horitzontal hem de calcular

x+3
hm f(x) = lim =1

x—+oo X — 2

Per tant la funci6 f té unaasimptota horitzontal en larectay = 1,

Aleshores en tenir asimptota horitzontal quan x — oo no té cap asimptota oblicua
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b) Larectay = —5x + 4 té pendent -5, per tant se’ns demana calcular la recta
tangent en els punts que aquesta tingui pendent, és a dir derivada de f, -5.

Si derivem i igualem a -5 obtenim:

, 1-x—2)—(x+3)-1 -5
fx) = > = >
(x—2) (x—2)
Siﬁ=—5ale3hores(x—2)2=1ipertantx—2=il,ésadirx=1ox=3.

Per tant tenim dues rectes tangents a calcular, totes dues amb pendent -5.

Quan [x = 1]tenim f(1) = —4 i la recta tangent sera

[y=-5G—1) + (-4 = —5x +1]

Quan [x = 3|tenim f(3) = 6 i la recta tangent sera

ly =—5(x—3) +6 = —5x + 21|

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts per I’asimptota vertical.

0,25 punts per I’asimptota hortizontal.

0,25 punts per I’argumentacio de I’asimptota oblicua.
Apartat b)

0,25 punts per la funcio derivada.

0,25 punts pel calcul de les abscisses dels punts de tangéncia.
0,25 punts per la primera recta tangent.

0,25 punts per la segona recta tangent.
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2. Responeu a les qlestions seglents:
a) Discutiu el sistema d’equacions lineals

k-Dy+Kk*-1z =
(Ak+D)x-y-7z =
X+y+z = 0
en funcio dels valors de k.
[1 punt]
b) Resoleu el sistemaperak = 1.

[1 punt]

Resolucié:

a) Les matrius de coeficients, A, i ampliada, A’, del sistema son
0 k—1 k?-1|0
<4k +1 -1 -7 1)
1 1 1 10
I es tracta d’estudiar el rang(A) i el rang(A’).
Per a determinar els valors de discussié del parametre k mirem quan el rang(A) és
maxim, és a dir 3, que sera quan el seu determinant sigui diferent de zero.

0 k—1 k?2-1 0 1 k+1
Al =4k +1 -1 7 |l=k-D4k+1 -1 -7 |=
1 1 1 1 1 1

=k -D(@k+DKk+1) -7+ k+1)—(4k+1)) =
= (k — 1)(4k? + 2k — 6).
Quan igualem a zero i resolem I’equacio de segon grau obtenimk =1ik = -

Observacio: Si el calcul del determinant es fa sense treure factor coma, aleshores cal
aplicar la regla de Ruffini al polinomi 2k3 — k? — 4k + 3 i veure que té té una arrel
doble en k = 1 i que pot factoritzar com

2k3 —k? — 4k +3 = (k — 1)?>(2k + 3)

, . . . -3
Amb el que s’obtenen les mateixes solucions k = 1i k = -

Aixi doncs:

e Sik#1lik#+ _73 aleshores |A| # 0 = rang(A) = 3 = rang(A4’) que és el
nombre d’incognites i per tant el sistema sera Compatible Determinat.
e Sik=1|A]=0=rang(4) < 3.
0 O 010
)
0

El sistema en forma matricial queda (5 -1 -7
1 1 1
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Com que el menor ﬁ _11| =6+ 0=rang(A) =2, i com que la primera fila és

nul-la la matriu ampliada també tindra rang 2 i el sistema sera Compatible Indeterminat
amb (3-2=1) 1 grau de llibertat, és a dir una incognita indeterminada.

o Sik=_73|A|=O=>rang(A)<3.

0o = 2o
El sistema en forma matricial queda _5 _21 _47 1

1 1 110
Com que el menor |_15 _11| =—4 % 0= rang(4) = 2.

Per a calcular el rang de la matriu ampliada podem orlar el menor anterior fent servir la
primera fila i la columna dels termes independents.

-5
0 — 0

_5 _21 1| = _75 #0=>rang(A") =3 #2 =rang(A) i per tant el sistema és
1 1 0

Incompatible.

En resum:

Sik+1ik+# _73 el sistema és Compatible Determinat.

Si k = 1, el sistema és Compatible Indeterminat amb 1 grau de llibertat.
o Sik= _73 el sistema és Incompatible.

b)
0 O 010

El sistema en forma matricial queda| 5 —1 —7|1 | i podem prescindir de la primera
1 1 110

equacid perque s’ha anul-lat. Passem la tercera equacié a la primera i si aliquem el
meétode de Gauss (a la segona equacio li restem 5 vegades la primera) tenim

(é —11 —17|(1))~((1) —16 —f112|(1))~((1) —161-:22)’

1+12z 1
=—=-2z

i pertanty =

i substituint a la primeraequacio x = —y —z = %+ 2z —z = % + z.

Aixi doncs els punts solucid del sistema d’equacions sén els de la forma

(% +z,— % — 2z, z), amb z indeterminada.
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per I’argumentacid i calcul del determinant de la matriu de coeficients.
0,25 punts per trobar els valors de discussio i la discussié general primera.

0,25 punts pel cas k=1.

0,25 punts pel cas k=-3/2.

Apartat b)

0,25 punts per la substitucio.

0,5 punts per la resolucié (amb independéncia del métode).

0,25 punts per la solucié final.

3. Siguinelspunts P =(1,1,0),Q = (1,0,1)iR= (0,1, ielplam:x+y +z = 4.
a) Trobeu I’equacio general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del pla
que passa pels punts P, Q i R.

[1 punt]

b) Si S ésun punt de 7, comproveu que el volum del tetraedre de vertexs P, Q,R i S
no depén del punt S.

[1 punt]

Resoluci6:

a) El pla que passa pels punts P, Q i R té per vectors directors, per exemple, els
vectors PQ = (1,0,1) — (1,1,0) = (0,—1,1) i PR = (0,1,1) — (1,1,0) = (—1,0,1) i per
tant un punt (x, y, z) del pla haura de satisfer la igualtat (demanant que passi pel punt P)
x—1 0 -1
y—1 -1 0

z 1 1

=—x+1—-y+1—-z=0.

Esadir|x +y+z = 2|
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b) Si S és un punt del pla m:x+y+z =4, aleshores S és de la forma
(x,y,4—x—y).

Aixi doncs el tetraedre de vertexs P, Q, R i S tindra per arestes els vectors
PG = (1,0,1) — (1,1,0) = (0,—1,1),
PR =(0,1,1) — (1,1,0) = (-1,0,1) i
PS=(xy4-x-y)— (1,100 =(x—-1Ly—14—x—7y)
i per tant el seu volum sera
0 -1 x—1

v=_|[PQ,PR,PS]|==|-1 0 y—-1 |[==l-x+1-y+1-4+x+y|
6 6ll1 1 a—x—yl| ©

udl

1
3

que és una constant i per tant independent del punt S.

Alternativament: El volum del tetraedre no depén del punt S ja que es tracta d’un
tetraedre amb tres punts (P, Q i R) sobre un pla x + y + z = 2 i un quart punt (S) sobre
un pla que és paral-lel al pla anterior x + y + z = 4. Observem que els dos plans tenen
per vector normal el vector (1,1,1). Per tant tindrem sempre la mateixa “area de la
base”, I’area del triangle PQR, i la mateixa “al¢ada”, la distancia entre els dos plans.

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts per I’obtencid dels dos vectors directors.
0,25 punts pel plantejament de I’equaci6 general.
0,25 punts pel calcul final.

Apartat b)

0,5 punts per la forma parameétrica d’un punt del pla.
0,25 punts per la formulacié del volum.

0,25 punts pel calcul del volum.

Observacid: Si I’apartat b) es resol de manera totalment correcta només argumentant a
partir del paral.lelisme entre els plans i el fet que, aleshores, els tetraedres resultants
tenen la mateixa area de la base i la mateix alcada, es puntuara I’apartat amb 1 punt.
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4. Donatselsplansmy: x —4y+z=2m—1imy: 2x —(2m+2)y+2z=3m+ 1.
a) Determineu els valors de m perque els plans m; i T, S’intersequin en una recta i
calculeu un vector director de la recta resultant que no depengui de m.

[1 punt]

b) Sigui el pla m: 3x — 2y + 3z = 8. Estudieu la posicio relativa del pla 7amb la
recta r definida per la interseccio dels plans mt; i 1, quan m = 1.

[1 punt]

Resolucio:

a) Que els dos plans m; i T, s’intersectin en una recta, diguem-ne r vol dir que el
sistema d’equacions format per les respectives equacions dels plans és compatible
indeterminat.
El sistema €s
T x—4y+z=2m-—-1
{nz: 2x —(2m+2)y+2z=3m+1

o0 en forma matricial

(1 —4 1|12m — 1)

2 -2m—-2 213m+1/

i només es tracta de garantir que la matriu de coeficients tingui rang 2, és a dir que el

1 L
menor |2 . 2| sigui diferent de 0.

—2m

1 =4 | _ o _ _
, o, |=-2m-2+8=-—2m+6=0om=3.

Per tant, ; i T, s’intersecten en una recta si i nomeés si m # 3.

Per a aquests casos el vector director de la recta r sera el producte vectorial dels
respectius vectors normals de cada pla, és a dir (1,—4,1) i (2, —2m — 2,2), o el que és
equivalent el producte vectorial de (1, —4,1) i (1,—m — 1,1).

Per tant tindrem

i 1 1
v=00,-4D)xA,—m-11)=|j -4 -m-1|=(m—-3,0,—m+ 3).
k1 1

Ara bé com que estem en el cas m # 3, la primera i tercera component del vector v, son
diferent de 0 i podem simplificar el vector dividint per m — 3 i obtenint un vector

director equivalent i que no depen de m: {v, = (1,0,—1)|

b) El vector director de la recta r és v, = (1,0,—1) i el vector normal del pla = és
vy =(3,-2,3). Com que v,-v,=3-—3=0 aleshores els dos vectors soOn
perpendiculars, v, L v, , i per tant|la recta r és paral-lela al pla 7.
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Per a saber si la recta r esta continguda o no en el pla, podem agafar un punt de r i veure
si satisfa I’equacio del pla.
Si fem, per exemple, x = 0 en les equacions de r, obtenim el punt (0,%, 3) que podem

comprovar que també pertany al pla m, jaque 3-0—2 -%+ 3:3=-=149 = 8. Per

tant, [la recta r esta continguda en el pla |

Observacio: Alternativament, també es podia decidir a partir d’estudiar les interseccions
dels plans m,, m,i m, per al cas m = 1, i veure que es tracta d’un sistema compatible
indeterminat.

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts pel plantejament matricial.

0,25 punts pel valor que fa que el rang sigui 2.

0,25 punts pel vector director.

0,25 punts per veure que es pot reduir i és independent del parametre.
Apartat b)

0,5 punts pel paral-lelisme de la recta i el pla.

0,5 punts per veure que la recta esta continguda en el pla.




Oficina d’Accés a la Universitat Pagina 19 de 22

PAU 2014
Pautes de correcci6 Matematiques

5. Responeu a les qlestions seglents:
a) Si AiB son dues matrius quadrades d’ordre n, demostreu que
(A+B)>=A%?+2AB+B? © AB=BA

[1 punt]

a

b) SiM; i M, son dues matrius de la forma ( _ab), amb a,b € R, comproveu

b
que el producte M, - M, té també la mateixa formaique M, - M, = M, - M, .
[1 punt]
Resolucio:

a) Si desenvolupem el terme quadratic i tenim en compte que el producte de
matrius no és commutatiu, obtenim

(A+B)?=(A+B)-(A+B) =A%+ AB + BA + B?
Per tant la igualtat de I’enunciat es cumplira si i només si

A2 + AB + BA+ B? = A*> + 2AB + B?
AB + BA = 2AB

BA = 2AB — AB

BA = AB.

b) Denotem M; = (a _ab) i M, = (a _b) i fem el producte M, - M,.

b b a

=G DG ) =Citar Sorrar)=G 4

| efectivament podem veure que la matriu producte és de la mateixa forma ja que
coincideixen els elements de la diagonal principal i sén oposats els elements de la
diagonal segona.

Per a comprovar la commutativitat de les matrius M; i M, fem I’altre producte

M= )G ) = G say oy aq) =M Me
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts pel desenvolupament del quadrat.

0,5 punts per I’argumentacio de la condicio de la commutativitat.
Apartat b)

0,25 punts pel calcul matricial.

0,25 punts per la identificacié de la forma matricial.

0,25 punts pel segon calcul matricial.

0,25 punts per la comprovacio de commutativitat.
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6. Responeu a les qlestions seglents:
a) La funcié f(x) = (b —x)e®, amb a i b constants, té la representacid grafica
seglent

7 ‘

i sabem que passa pels punts A = (0,2) i B = (2,0), i que en el punt A la recta tangent a
la grafica és horitzontal. Calculeu els valors de a i b.

[1 punt]
b) Calculeu flz x-In x dx.

[1 punt]

Resolucié:
a) Tenim f(x) = (b — x)e®.
Que la grafica passi pel punts A = (0,2) vol dir £(0) = 2. Esadir f(0) = b = 2.

Per tant la funcid té I’expressio f(x) = (2 — x)e®*.

Analogament, si la grafica passa per B = (2,0), aleshores f(2) = 0, independentment
del valor del parametre a.

Per altra banda, si en el punt A, la recta tangent a la grafica és horitzonal, aleshores

f'(0) = 0.
Calculem f'(x).
f'x)=—1-e*+ (2 —x) - -ae?

| substituimenx =0,f'(0) =—-14+2a =0.lpertanta = 1/2.

Aixi doncs la funcié és|f(x) = (2 — x)e'/2|
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2 . L -
b) Per a calcular fl x -In x dx, calcularem primer una primitiva de I’integrand,
que sera una integral per parts, i després aplicarem la regla de Barrow.

1
u=Ilnx du=;dx X2 x21

=—Inx — 7—dx

fxlnxdxz 2 > .
2

dv = xdx v =

i 1f dx="mx- "t ¢
—an 2 Xx—znx 4

Per tant

2 %2 x2 2
fl x-ln x dx=<?lnx—Z>
1

1
=21n2—1—(—Z> =(2In2 —~.

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per la primera condicio i calcul de la b.

0,25 punts per la funcio derivada.

0,25 punts per la condicié de maxim relatiu.

0,25 punts pel calcul de la a.

Apartat b)

0,25 punts per la identificacio dels elements de la integral per parts
0,25 punts per I’aplicacid de la formula d’integracio per parts.
0,25 punts per la resolucio de la segiient integral.

0,25 punts per I’aplicacio de la regla de Barrow.
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Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I'as de calculadores o altres aparells que
portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre informacio.

1. Siguin ris les rectes de R® que tenen les equacions segiients:

r:x+5=y—5=z_3 jX=3_y=2_z+l
2 2 3 -1
a) Estudieu el parallelisme i la perpendicularitat entre les rectes ri s.
[1 punt]
b) Trobeul'equacié general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz= D) del pla m que conté
la recta ri és parallel a la recta s. Calculeu la distancia entre la recta s i el pla 7 obtingut.

[1 punt]

ax

2. Siguin les funcions f(x)= ¢ ;—b i g(x)=+,3x+4.

a) Determineu el domini i el recorregut de la funcio g.
[1 punt]

b) Calculeu per a quins valors de a i de b les grafiques de les dues funcions son tan-
gents (és a dir, tenen la mateixa recta tangent) en el punt d’abscissa x =0.
[1 punt]

mx—-y=m
Y 2,peramER.

3. Considereu el sistema d’equacions lineals
3x+(m-4)y=m+

a) Discutiu el sistema d’equacions per als diferents valors del parametre m.
[1 punt]

b) Resoleu el sistema en aquells casos en que el sistema sigui compatible.
[1 punt]



4. Sabem que una funcio f té per derivada la funcid f'(x) = (3x-2)* (x - 2).
a) Calculeu els valors de x en que la funcié f té un maxim relatiu, un minim relatiu o un
punt d’inflexio, i indiqueu en cada cas de que es tracta.
[1 punt]
b) Determineu la funcio f sabent que s’anulla en el punt d’abscissa x =2.
[1 punt]

5. Donats els vectors u=(2, -1,0), v=(-1,3,4) i w=(0, 3a -1, 4a),
a) Calculeu els valors del parametre a perque els vectors u, v i w siguin linealment
dependents.
[1 punt]
b) Calculeu els valors del parametre a perque un tetraedre d’arestes u, v i w tingui un
volum de 2/3 d’unitats cubiques.
[1 punt]

6. Considereu I'equacié matricial X- A =B, en queé

1 -1 1
A= a -3 a-1|1iB=
-1 0 1

a) Per a quins valors del parametre a I'equacié matricial té una solucié tnica?
[1 punt]

b) Trobeu la matriu X que satisfa 'equacié matricial quan a = 3.
[1 punt]

e Institut
= gd”Estudis
Z

-wemviie]  Catalans

L’Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correccié linglistica i de I'edicié d’aquesta prova d’accés
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Serie 5
1. Siguinr i s les rectes de R3 d’equacions
z—3
2
x—3 y—2 z+1
I R T
a) Estudieu el paral-lelisme i la perpendicularitat entre les rectes r i s.

rix+5=y—-5=

[1 punt]

b) Trobeu I’equacio general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del plan
que conté la recta r i és paral-lel a la recta s. Calculeu la distancia entre la recta
s i el pla r obtingut.

[1 punt]

Resolucio:
a) Els vectors directors de les rectes r i s son v, = (1,1,2) i vy = (2,3, —1).

. , . . , s , 1 1 2
Els vectors v, i vg no son proporcionals, ja que un no eés maltiple de I’altre (5 L F _—1)

i per tant les rectes [r i s no sén paral-leles,.

El producte escalar dels dos vectors directors és v, vy =1-2+4+1-34+2-(-1) =
3 # 0 per tant les rectes i s no sén perpendiculars|.

b) Si el pla © ha de contenir la recta r aleshores v, = (1,1,2) sera un dels seus
vectors directors i el pla = haura de passar pel punt de la recta P. = (—5,5,3). Per altra
banda si el pla = ha de ser paral-lel a la recta s aleshores v, = (2,3, —1) sera també un
dels vectors directors del pla.

Aixi doncs, I’equacio general del pla r s’obtindra de la igualtat:

x+5 1 2
y—-5 1 3|=0
z—3 2 -1

Quan desenvolupem obtenim (x + 5)(=7) — (y —5)(=5) + (z—3)1 = 0.

Amb el que tenim {m: — 7x + 5y + z = 63|

Com que el pla  és paral-lel a la recta s,
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d(s,m) =d(P,m) =d((3,2,—1),—7x+ 5y +z— 63 = 0)
I(=7)-3+5-2+(-1)—-63] 75 —

= = = 5 = 5 N

J(=7)2 +52 + 12 V75 ’ V3

Pautes de correccio:

Apartat a)
0,5 punts per I’estudi de paral-lelisme.
0,5 punts per I’estudi de perpendicularitat.
Apartat b)
0,25 punts per la identificacio dels vectors directors del pla.
0,25 punts per I’equacio general del pla.
0,25 punts pel plantejament de la distancia a partir d’un punt qualsevol de la
recta.
0,25 punts pel calcul de la distancia d’un punt a un pla.
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2. Siguin les funcions f(x) = ewaer ig(x) =+V3x + 4.
a) Determineu el domini i el recorregut de la funcio g.

[1 punt]

b) Calculeu per a quins valors de a i de b les grafiques de les dues funcions son
tangents (és a dir, tenen la mateixa recta tangent) en el punt d’abscissa x = 0.

[1 punt]

Resolucié:

a) g(x) = +V3x + 4.

Per tal que un punt, x, sigui del domini de la funcié g només cal que el radicand sigui

o z . 4 4
positiu. Es a dir|{Dom(g) ={xe]R|3x+420}={xe]R|x2 —g}z [—§,+oo),

Una ordenada y sera del recorregut de la funcié g, sempre que es pugui obtenir del
calcul de la imatge per g d’una abscissa x, és a dir y = ++/3x + 4. Per tant seran aquells
valors positius de y per als quals la igualtat y = ++/3x + 4 té soluci6 per a x. Perd
operant la igualtat obtenim que per a qualsevol y positiu sempre podem aillar la x com a

yi-4
x = =——. Pertant, |Rec(g) = [0, +0) |

b) Per tal que les dues funcions siguin tangents en x = 0 s’ha de satisfer f(0) =

g(0)i f'(0) = g'(0).
Calculem les expressions de les funcions derivades:
1
f'G) = 7 ae™
) =
X) =—F/—
g 2V3x + 4
Per tant £(0) = g(0) = % =2=[b=7]

1f'(0)=g'(0)=>7=;=[a=3]

3
4
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Pautes de correccio:

Apartat a)
0,5 punts pel domini.
0,5 punts pel recorregut.
Apartat b)
0,25 punts per la derivada de f.
0,25 punts per la derivada de g.
0,25 punts per la igualtat d’imatges i calcul de b.
0,25 punts per la igualtat de pendents i calcul de a
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3. Considereu el sistema d’equacions lineals

mx—y = m
{3x+(m—4)y = m+2PerameR.

a) Discutiu el sistema d’equacions per als diferents valors del parametre m.
[1 punt]

b) Resoleu el sistema en aquells casos en que el sistema sigui compatible.

[1 punt]
Resolucio:
a) La matriu de coeficients, A, i la matriu ampliada, A’, associades al sistema son:
(3 o almi2)
3 m—4Im+2
rang(Ad) =2 © |m -1 | # 0
3 m-—4
m -1 1_ > _ _ _ _
3 m_al =M 4m+3 =(m—1)(m — 3).
e Cas |1 Si m=#13=|Al#0=rang(Ad) =2 =rang(4’) = nombre

d’inconites i per tant el sistema és Compatible Determinat.
e Casll: Sim = 1, la representacié matricial és
(1 -1 1)
3 =313
i per tant tenim rang(A) = rang(A’) =1 i aleshores el sistema és Compatible
Indeterminat amb (2-1=1) 1 grau de llibertat.
e Caslll: Sim = 3, larepresentacio matricial és
G 2ls)
3 -—1I5
que correspon clarament a un sistema incompatible ja que la primera equacié demana
3x —y = 3, mentre que la segona demana 3x —y = 5.

En resum:

Sim # 1, 3, el sistema és Compatible Determinat
Sim = 1, el sistema és Compatible Indeterminat amb 1 grau de llibertat
Sim = 3, el sistema és Incompatible.

b) Hem de trobar la solucié perals casos I: m = 1,3 i ll: m = 1.

Casl:m=+1,3
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Com que la matriu de coeficients és quadrada i |A| # 0, podem resoldre directament el
sistema pel métode de Cramer.

m -1
lm4+2 m—4l mM—-4m+m+2 m*-3m+2 (m-1D(m-2)

x_(m—l)(m—B)_ (m—-1D(m-3) @m-1Dm-3) (m-1)(m-3)
m-—2
“m-3
m m
3 |3 m+2| - m*+2m-3m  m?’-m  (m—1m
y_(m—l)(m—3)_(m—1)(m—3)_(m—l)(m—S)_(m—l)(m—3)
m
“m-3

N

Per tant, per a cada valor de m # 1, 3 el punt solucié del sistema és (m—_ mi_) .

m-— 3

w

Casllim=1

En aquest cas el sistema queda reduit a una Unica equacio x —y = 1, ja que la segona
equaci6 queda mdaltiple de la primera.

Els punts solucid del sistema sén de la forma | (x, x — 1)

Pautes de correccio:

Apartat a)
0,25 punts pel plantejament matricial i calcul del determinant.
0,25 punts pel cas I.
0,25 punts pel cas II.
0,25 punts pel cas IlI.
Apartat b)
0,25 punts pel plantejament de Cramer en el cas I.
0,25 punts pel desenvolupament del cas I.
0,25 punts per la solucid final del cas I.
0,25 punts pel cas I1.
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4. Sabem que una funcio f té per derivada la funcio
f'(x) = Bx — 2)*(x — 2).

a) Calculeu els valors de x en que la funci6 f té un maxim relatiu, un minim relatiu
o un punt d’inflexid, i indiqueu en cada cas de que es tracta.

[1 punt]

b) Determineu la funcid f sabent que s’anul-la en el punt d’abscissa x = 2.

[1 punt]
Resolucio:
a) Els punts candidats a ser maxim relatiu o minim relatiu son els zeros de la funcié

derivada f'. Si igualem la derivada a zero veiem que s’anul-la en els punts d’abscissa

2.
x=-lx=2.
3
Per a classificar els punts candidats farem servir la funcid derivada segona.

f'(x)=2-3-Bx—2)(x—2)+(Bx—2)?2=0Bx—2)(6x —12+3x—2)
= (3x — 2)(9x — 14).
Com que f"'(2) = 16 > 0, per tant en x = 2 la funcio té un minim relatiu.

2 f . .
Com que f" (g) = 0, no podem concloure que sigui un extrem relatiu.

Els punts candidats a ser inflexié sén aquells punts que anul-len la segona derivada.

. 14

Quan resolem f"' = 0, obtenimx ==-ix = 5

wIiN

En els dos casos es tracta de punts d’inflexio ja que la segona derivada canvia de signe.
, .- y: 2 , . y: 2 14\ .
En efecte, f'' és positiva a I’interval (—oo, E) , €S negativa a I’interval (5,;) i torna a

. - 14
ser positiva a I’interval (?, oo).

En resum:

En x = 2 la funci6 té un minim relatiu

2 14 Ss s - L,
Enx = Slx== la funcid té punts d’inflexio.
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b) Per a determinar la funcid f calculem una primitiva de la funcio f':

f(sx —2)2(x — 2) dx =

9
= j(9x3 —30x%+28x —8)dx = Zx“ —10x3 + 14x%2 —8x + C.
| podem determinar la constant C sabent que f(2) = 0.
Es adir, tenim que 22* — 10 - 23+ 14-22-8-2+C = 0,d’'on C = 4
Aleshores

9
f(x) =Zx4 —10x3 + 14x? — 8x + 4|,

Pautes de correccio:

Apartat a)
0,25 punts per la identificacio de candidats a extrem relatiu.
0,25 punts per la derivada segona.
0,25 punts per la classificacio dels extrems relatius.
0,25 punts pel punt i classificacio de la inflexid.
Apartat b)
0,25 punts pel plantejament a partir del calcul d’una primitiva.
0,5 punts pel calcul de la primitiva.
0,25 punts pel calcul de la constant d’integracio.
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5. Donats els vectorsu = (2,—1,0),v = (—1,3,4) iw = (0,3a — 1,4a).
a) Calculeu els valors del parametre a perque els vectors u, v i w siguin linealment
dependents.

[1 punt]

b) Calculeu els valors del parametre a perqué que un tetraedre d’arestes u, v i w
tingui un volum de 2/3 unitats cubiques.

[1 punt]
Resolucio:
a) Per tal que els vectors u, v i w siguin linealment dependents, la matriu quadrada

d’ordre 3 formada pels tres vectors ha de tenir rang menor de 3, és a dir que el seu
determinant s’ha d’anul-lar.

2 -1 0
-1 3 3a-1[=24a-8Ba—-1)—4a=8—4a.
0 4 4a

Per tant el rang sera inferior a 3 només quan 8 — 4a = 0, és a dir[a = 2]

b) El volum d’un tetraede d’arestes u, v i w es calcula amb I’expressié
V==\luvw
2|l v,w|
.. . , ., |8-4 2 . .
Aixi doncs tenim I’equacio % =5 6sa dir |8 — 4a| = 4, que segons el signe de

I’expressio de dins del valor absolut déna lloc a dues diferents equacions.

. Si8—4a>0=>8-4a=4=[a=1]
. Si8—4a<0=>8—4a=—4=[a=3]

Pautes de correccio:

Apartat a)
0,25 punts pel plantejament de la dependencia en termes de determinant.
0,5 punts pel calcul del determinant.
0,25 punts per la resolucio de I’equacio.
Apartat b)
0,25 punts per la formulacio del volum.
0,25 punts pel plantejament de I’equacio.
0,25 punts per la primera solucio.
0,25 punts per la segona solucio.
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6. Considereu I’equacio matricial X - A = B, on

1 -1 1

A=<a -3 a—1>i B=(7 2 )
-1 0 1

a) Per aquins valors del parametre a I’equacié matricial té una solucié unica?

[1 punt]

b) Trobeu la solucio X que satisfa I’equacié matricial quan a = 3.

[1 punt]
Resolucio:
a) De la igualtat X - A = B com que A és una matriu 3x3 i B és una matriu 2x3,

aleshores X sera una matriu 2x3.

Demanar que la matriu X sigui Unica implica que cadascuna de les files de la matriu X
ha de ser la solucid, també Unica, del sistema de 3 equacions lineals amb 3 incognites
resultant del producte X - A = B. Aquest sistema 3x3 té per matriu associada la matriu
trasposada de la matriu A, i per terme independent cadascuna de les files de la matriu B.
Per tant, el sistema sera compatible determinat si i només si el determinanat de la matriu
A és diferent de 0.

Si igualem el determinant a 0 tenim:

1 -1 1 7
-3 a—1=—3+a—1—3+a=2a—7=0@a=§.
-1 0 1

Per tant, si a # % = |A| # 0 i aleshores la matriu A admet inversa, A™!,iX =B - A~1.

Observacio: L’argumentacid inicial també es pot substituir de forma alternativa per
demanar directament la condicié suficient d’inversio de la matriu A i després estudiar

. 7
particularment el cas a = >

1 -1 1
b) Quana = 3tenimA = ( 3 -3 2). Calcularem A= idesprés X = B - A™L.
-1 0 1

) 1—3—5—3f3—1—1
A‘lzmAdjtz_—l 1 2 1] =5 -2 -1

1 1 0 3 -1 0
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| per tant,
3 -1
_p.oga-1_ ("3 —2 -4 _
x=p-a=(7 7 5)(§ -

Pautes de correccio:

Apartat a)

Matematiques

Go L6 )

0,25 punts per I’argumentacio a I’entorn de la resolucié de dos sistemes

d’equacions.

0,25 punts per demanar que el determinant no s’ha d’anul-lar.

0,25 punts pel calcul del determinant.
0,25 punts pel resultat final.

Apartat b)
0,5 punts pel calcul de la matriu inversa.
0,5 punts pel producte matricial final.
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