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2.1   Límits i número   

 
14. Repàs de logaritmes i exponencials: troba totes les solucions de cadascuna 

de les següents equacions: 
 

a)   = 6 b)   2 = 6 c)   2 = 6 
 

d)   7 = 5 e)   4 − 3 = 0 f)   = 3 − 2 
 

g)   = −3 h)   ln = 2 i)   6 ln = 1 
 

j)   ln( + 1) = 60 k)   ln = 1 l)   ln( − 1) = 2 
 

m)   ln + ln 3 = 4 n)   = 1 

 
 
 
 
 
 

REPÀS:  propietats dels logaritmes neperians 
 

► Propietats més importants: 
 
 

1)     =  ⇔   = ln    ←  definició de logaritme neperià 
 

2)       ln = · ln   
 

3)       ln( · ) = ln + ln   
 
 
 

 
 

► Algunes altres propietats: 
 

4)   ln √ = · ln  
 

5)   ln = ln − ln  
 

6)   ln 1 = 0 
 

7)   ln = 1 
 

8)   =  
 

9)   −ln = ln  10)   ln = ln   ⇒   =   
 

11)   COMPTE: 
 

 No existeixen...  
 

 · logaritme de zero (!) 
 

 · logaritme de negatius (!) 
 

←  “baixa un grau de dificultat” 
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15. Deriva i simplifica. Si ho necessites, pots consultar la taula de derivades de la 
pàgina següent. Acompanyen a cada funció, entre claudàtors, les principals 
regles que hi calen (està en negreta la més important en cada cas). 

 
 

a) ( ) = sin 7       [2, 4, 11] b)  ( ) = ln(8 + 2)     [1 a 4, 10]  

c)  ( ) =      [2, 4, 9] d)  ( ) = tg √2 − 1      [1 a 4, 13]  

e)  ( ) =      [1 a 5, 9] f)  ( ) = 5 cos(9 − 1)     [1 a 4, 12]  

g)  ( ) = √      [6, 9] h) ( ) =  ln √ − 1     [6, 10] 

i) = sin 2 · cos 5      [7, 11, 12] j) = √      [6, 9] 

k) = 8 sin      [4, 7, 11] l)  = sin(ln )     [10, 11] 

m)  = 5      [9, 12] n) = tg(cos + sin )     [3, 11, 12, 13] 

o)  = 6 ln √ + sin 2      [3, 6, 10, 11] p)  = log      [15] 

q) = log ( − 3)     [1 a 5, 15] r)  = 6 log √ + 1      [6, 15] 

s) = 5      [14] t)  = 2      [11 , 14] 

u) = 2 · (3 )     [1 a 4, 14] v)  = ( ) √      [4, 6, 9, 13]  

w) =  6 /      [4, 5] x) = cos ( + 1)     [5, 12] 

y) = ln ( + sin 2 )     [3, 5, 10, 11] z)  =      [5] 

 

 

 
 

 

AJUDA:  logaritmes en base qualsevol 
 =   ⇔   = log  ←  definició  (logaritme en base  ) 
 
 

 log =    ←  canvi de base 
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Regles de derivació:                     (sent-hi  ,  ,    i    constants,  i    i    funcions) 
 

 

1) =  → = 0 9) ( ) = · ′  

2) =  → ′ = 1 10) (ln ) =  

3) = +  → = ′ + ′ 11) (sin ) = cos · ′ 
4) =  → = ′ 12) (cos ) = − sin · ′ 
5) =  → =   ′ 13) (tg ) = = (1 + tg ) · ′ 
6) = √  → = √  14) ( ) = · ln   

7) = ·  → = + ′ 15) (log ) = ·   

8) =  → =   
  

 
 
 
 

 
 
 
 

16. Problemes de rectes tangents: 
 

A.- La derivada d’una certa funció    té la següent gràfica en la regió  (−3, 3 4): 
 

 
 

Digues els valors de l’abscissa de tots els punts d’inflexió d’   en aquesta regió. 
Sabent que tots ells tenen ordenada = 5,  troba l’equació de la recta tangent a la 
gràfica d’   en cadascun. 

 

→  

  

NNOOTTAA:  si canviem    per una funció  , 
 

 

 en el resultat de la derivada cal: 
 

i) canviar també  →  
 

ii) al final multiplicar per  ′ 
 
 
 

 Exemple:  ( ) = · ln · ′ 
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B.- Siguin les funcions  ( ) = ln   i  ( ) = . 
 

a) Troba l’equació de la recta  ,  tangent a la gràfica d’   en el punt d’abscissa  = 1. 
 

b) Representa al següent diagrama cartesià ―a llapis!― la funció    i la recta  .  
(Nota: pots veure la forma de la gràfica del logaritme a la pàg.1;  si és necessari, fes 
una taula de valors amb tres o quatre parelles per a ajustar millor el dibuix). 

 

 
 

 

c) Troba l’equació de la recta  ,  tangent a la gràfica de     al punt d’abscissa  = 0. 
 

d) Representa al mateix diagrama cartesià la funció    i la recta  .  Descriu el que 
observes en comparar amb les gràfiques fetes a l’apartat (b), i tracta d’explicar-ho. 

 

C.-  Siguin la recta  :  = + 9  i la funció  ( ) = ( ) . 
 

a) Troba el punt on la recta tangent a la gràfica d’   és paral·lela a    (digues quines 
són les coordenades cartesianes,    i  ,  de tal punt). 

 

b) Troba l’equació d’aquesta recta tangent. 
 

D.- Sigui la funció  ( ) = .  Troba l’equació de la recta tangent a la seva gràfica en 
els punts indicats a continuació:   

 

a) En el punt d’abscissa  = 1. 
 

b) En el seu màxim. (Cal que justifiquis que realment és un màxim). 
 

c)  En cadascun dels seus dos punts d’inflexió. (Cal que justifiquis que realment són 
punts d’inflexió). 
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17. Introducció al càlcul de límits: 
 

A.- Límits finits quan  → ∞.  Definició, mètode de la taula.  Exercicis bàsics:  
 

    )  lim→ 1            )  lim→ 2 − 1           )   lim→ 3 +7 − 1          )  lim→          )  lim→  
 

 
 
►Definició:    Sigui  :  ⊂ ℝ → ℝ,  amb  = ( , ∞)  i  , ∈ ℝ.  Llavors, 
 

 lim→ ( ) =       ⇔       ∀ > 0    ∃ ∈ ∶     >    ⇒    | − ( )| <  
 

 

 
 
 

 

B.- Límits infinits quan  → ∞.  Definició, mètode de la taula.  Exercicis bàsics:  
 

    )  lim→ 2 + 15 − 1      )  lim→ 5 − 12 + 1       )  lim→ 5 − 12 + 1      )  lim→     )  lim→  
 

 
 
►Definició:    Sigui  :  ⊂ ℝ → ℝ,  amb  = ( , ∞)  i  ∈ ℝ.  Llavors, 
 

 lim→ ( ) = ∞      ⇔       ∀ ∈ ℝ    ∃ ∈ ∶     >    ⇒    ( ) >  
 

 

Exemple:   ( ) =  

 

 

( ) 
 

  1 

 

 (10) = 0,0098  2 

 

(100) = 8 · 10 

  3 

 

(1000) = 9 · 10 

  
 …  

 

 

 …  

  

 

Exemple:   ( ) = (5 4⁄ )  
 

 

( ) = (4 5⁄ )  
 

  1 

 

(10) = 0,107 

 2 

 

(100) = 2 · 10  
 

  3 

 

(1000) = 1,2 · 10 

  
 …  

 

 

 …  
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    )  lim→ (ln )           )  lim→            )  lim→ 1 · cos         )  lim→ ( · sin ) 

    )  lim→ 1 +           )  lim→ ( − )            )  lim→ 1 −  
 

 
 
RECORDEM: Si la gràfica queda atrapada en semiplans inferiors, el límit és menys infinit: 
 

 lim→ ( ) = −∞     ⇔        ∀ ∈ ℝ    ∃ ∈ ℝ ∶     >    ⇒    ( ) <  
 

 

Exemple:   ( ) = −  
 
 
 

 

C.- Límits quan  → −∞.  Exercicis bàsics:  
 

    )  lim→                                  )  lim→  ( − )                     )  lim→  + 1+ 1 

    )  lim→  + 1− + 6                         )  lim→                               )  lim→   

 
 
►Definició: 
 lim→ ( ) = lim→ (− ) 
 

 

 
 
 
 

 

D.- Límits laterals i límits quan    tendeix a un número finit.  Definicions, mètode de la 
taula. Exercicis bàsics.  

  
    )  lim→  ( ) ,     sent-hi:    ( ) =   2        ≤ 3−       > 3                        )  lim→  1 

    )  lim→                            )  lim→  12 −                            )  lim→ 6 + 1ln  

 
 
  

lim→ = lim→ (− ) ;   lim→ = lim→  

Exemples: 
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►Definició:    Sigui  : ( , + ℎ) ⊂ ℝ → ℝ,  sent-hi  ℎ > 0  i  ∈ ℝ. 
 

  La funció tindrà el següent límit, si existeix, quan    tendeix a    per la dreta: 
 

 lim→  ( ) = lim→ ( + 10 ) 
 

 

 
 
    )  lim→  ( ) ,     sent-hi:    ( ) =   2        ≤ 3−       > 3                        )  lim→  1 

    )  lim→                            )  lim→  12 −                            )  lim→ 6 + 1ln  

 
 
►Definició:    Sigui  : ( − ℎ, ) ⊂ ℝ → ℝ,  sent-hi  ℎ > 0  i  ∈ ℝ. 
 

  La funció tindrà el següent límit, si existeix, quan    tendeix a    per l’esquerra: 
 

 lim→  ( ) = lim→ ( − 10 ) 
 

 
  

( ) =   3           ≤ 2         > 2 

Exemple: 
 

 
 

 

( ) = (2 + 10 ) 

  1 

 

(2,1) = 4,41 

 2 

 

(2,01) = 4,04 
 

  3 

 

(2,001) = 4,004 
 

  4 

 

(2,0001) = 4,0004 

  
 …  

 

 

 …  

  

( ) =   7 − 2     < 2              2 

Exemple: 
 

 
 

 

( ) = (2 − 10 ) 

  1 

 

(1,9) = 3,2 

 2 

 

(1,99) = 3,02 
 

  3 

 

(1,999) = 3,002 
 

  
 …  

 

 

 …  
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   )  lim→  ( ) ,     sent-hi:    ( ) =   2        ≤ 3−       > 3                        )  lim→  1 

    )  lim→                            )  lim→  12 −                            )  lim→ 6 + 1ln  

 
 
 

►Definició:    Sigui  : ( − ℎ, + ℎ) ⊂ ℝ → ℝ,  sent-hi  ℎ > 0  i  ∈ ℝ. 
 

 
  Direm que                                  quan: 
 
 

· existeixin alhora els dos límits laterals,  →   i  →  
 

· ambdós tinguin el mateix valor  .     (NOTA:    pot ser real  ó  ±∞) 
 

 
 
 
 
E.- Àlgebra de límits. Límits polinòmics. 

 
    )  lim→   + 16+ 1                    )  lim→  1 +                        )  lim→ (6 − ) 

    )  lim→  (4 + )               )  lim→  √ + √6               )  lim→ √ − 1 − √ + 1  
    )  lim→  1 + 1               )  lim→  (5 − + 11)       )  lim→ (−5 + ) 

    )  lim→                             )  lim→  (−5 + )                )  lim→   8− 3  
 
  

( ) =  | | ( ) =  1
 

Exemples:  (quan  → 0) 
 

lim→  ( ) =  
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ÀLGEBRA de LÍMITS: 
 

(Notació abreujada:                                  ,  on    pot ser real ó  ±∞) 
 Si tots els següents límits existeixen, i en cap part del càlcul no ens apareix una 

indeterminació, podrem utilitzar aquestes quatre REGLES: 

 
 lim( ± ) = lim ± lim  lim( · ) = lim · lim  

 
 lim =       (*) lim = (lim )  

 
►Les  7  indeterminacions: 
 

 · 3 de producte i fracció:    
∞
∞
  ,      ,    0 · ∞   

  

 · 3 exponencials:    1∞  ,    0   ,    ∞    
  
 · 1 de resta:    ∞ − ∞   
  
 (*) excepció:  la regla del quocient no funciona si  lim = 0.  Llavors, cal analitzar per 

separat els límits laterals, que ens sortiran  +∞  i/o  −∞.     Exemple:  lim → . 

 
 
 
18. Indeterminacions: 

 
 

F.-  Indeterminacions    i  .  Quocients de polinomis. Regla de l’Hôpital. 
 

    )  lim→   + + 1− + 2                    )  lim→  6 +2 −                        )  lim→ 3 + 22 − 3  

    )  lim→                )  lim→         )  lim→  ln2 − 2        )  lim→   

 
 

G.-  Indeterminacions  ∞ · 0. 
    )  lim→  ( · ln )              )  lim→  5+ 1 · +7 + 1                )  lim→  2 + 8  

 
 

H.-  Indeterminacions 1 .  El número  . 
    )  lim→  1 + 1                    )  lim→  55 − 7      )  lim→ /  (tg ) .  

  

lim = lim→ ( ) 
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I.-  Indeterminacions exponencials generals:  ∞   i  0 ;  també  1 . 
    )  lim→  ( + 1)                    )  lim→                  )  lim→  | − 3| | |.  

 
 

J.-  Indeterminacions  ∞ − ∞. 
    )  lim→  1− 2 − 2− 4                    )  lim→  √5 + 1 − − 4   
 
 

 
19. Exercicis variats de càlcul de límits: 

 
    )  lim→ ⁄   1 − tgcos 2                    )  lim→  ln1 −                          )  lim→ 1 − cos

 

    )  lim→  1 − 1− 1               )  lim→  − 3 + 54         )  lim→ sin 2 · cotg  

    )  lim→  ln                          )  lim→                                 )  lim→ 1
 

    )  lim→  (1 + )                     )  lim→  (1 + )                 )  lim→ ⁄  (tg )   
    )  lim→  sin 1                          )  lim→ ⁄  ( ) ,     sent-hi:    ( ) =   tg        < 4⁄sin       > 4⁄  

    )  lim→ ⁄  ( ) ,     sent-hi:    ( ) =   tg           < 4⁄sin 2       > 4⁄             )  lim→  · (−1)     
    )  lim→  sin −− tg                    )  lim→  ln 1 +                  )  lim→ (cos + sin )  

    )  lim→  1sin − 1                )  lim→  1 − cos ℎ− 1                   )  lim→  − 1+ 1     
    )  lim→  − 1                         )  lim→  − sin                    )  lim→     
    )  lim→ ⁄  (1 + 2 cos )      )  lim→ 1 − 1ln( + 1)    )  lim→ − 1 − 1ln| |   
    )  lim→  8ℎ + ℎℎ              )  lim→  1           )  lim→  ( − 1) tg 2   
    )  lim→  1 − cos( − 1)(ln )       )  lim→   + ++          )  lim→  (1 + ) ⁄  



 

11 
 

RESUM sobre TRACTAMENT d’INDETERMINACIONS : 
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